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�� � ��� ������������ ���������� �� ���������� � ����� � ������ ��� ��������� ����������� ������ � �� ���
��������� � ��������� ������ �� ���  ���������� ������ ��  � �����¡����  ���������  ���� �� �����¢�  ��
£�� � ���� ��� ���� �� �� ��¢�¤��¥� � ������������ ���� �� ¦���� ���§¨���������� ©¦¨ª ��¢�� � ¦�� ���� ��� ��
����� ��  ����������� � �� ��� ������� �� ������ ���������� �� ���������� � ��� � ��� �� ����� ��������  ����� ���
����  ��� � �

¦�������� ������ ������ ���� ��� �������� � ������ ��������  ����  � ���� �� ����¡�� ���¤¨��������  ©�¨ª
��  ¨¡���� �� �� ��� ��� �� ��������� ������ �������  �� �����������  ����� �� ����������� ������� ����� �
��� ¦¨ ������� ���¢� � « ���¥ ��������� ������ ��� ���� ����� ��� ���¤ �� �������� � � �� ����� ��� �¨
�������� ��  ��� ������������ ����������� ��� ��� ����¤� ¬ ���� � ��  ��������� ����� �������������� ��� ���
�������� ���������� �­

® ������������ ��� ¯��� �������� �� ����� ��  ����������� ��� �� ��� ��¢����  ��� �� ��  �� ��� ��������
���� ����¥ � ����� �� ��� ����  ���� ��� ������� ���  ���������� ¢��� ���� ������� � � �� ���� �������������
�� ��� � � �¢�� ������ ��� ����� £��  ��� ��� ������ �� ��£������ ����� �° ¨�¢���� ����� ���������� ���¥�
������� ±² ³ ² ´ ² µ² ¶ ² · ² ¸ �� ��� �������� ���� ����¥ � �������¹��� ��� ����� ��������� �� ����� �� ������ ���
���������� ������ ���������� � º�� � ����� ������� �� ���  �¢�������� �� ���������¤������ ��� ��� � ��� �� ��
�� ��������� £� �  � �������� ��� ���� �� � ����������� ��� ��� �� �� �������  �� »�� � ¼½

����� �� � ������������ �� ��� ������� ��������¥ ��¢� ���� ���� �������� � ��� ����� ���  � ¦�� �������
¾����� ������� � ����� ��� ����� �� ��� �������¹�  ¿�¢���§ ¨��¥�� �¡������� �� � ����¢�� � �� ������  �À�����
���� ��� �������� ��� ��  ��� � ���  �­Á ² ­­ ������� ��� � ��������� �� �������� �� ��� ������� �������� ��� ��� �
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����� �¹����� � ���� � ���  �� ��� �������� ���� � ¦�� ���¤���� ���� �� ��� ������� ¾����� ������� ��� ¯���
�¢����� � �� ����� ����� ��� ©�������¹� ª ���� ��� ����� �¡�������­° ² ­± ������  �� ��� ¿�¢���§ ¨��¥�� �¡��¤
����� � ��  ����� ��� ����������� �À���� � ¦�� ����� �� �������  ���������� ��� ����  �� �� �������  ��
���������� ������� ��� ¢������� ������� ��� �� ���  ¢��� ���� ¯��  ���  �� �����  �� ������� ��� �����¥� � ��
��� ������� ���� ����¥ � ����� �� � ������������ ��¢� ���� � ��� �������  �� ��� ��������� ���� �­³

�� ��� ������������ ���� � ��  � ��� �� ��� ���� � �� ��� �������� £�� ������ �� ����� � ��������­´² ­µ �� 
�������­¶² ­· ² ­¸ �������� �� ��� ��������� ������ ������ ���� ��¢� ���� ������  ��� � « �� �� ��� ���������
������ ����� ��� ���¤�������� �À���� �� ��� ������������ ���� ��� ����� ���� � £�� � ���� ��� ���� � ���
 �¢���� � °Á ��  ���� ����� �  �� ��� ���������� �� ���� ��� ����� ���� � ������ �­¸ ² ­Á ² ­­ �� »��� � ¼½ � ¼¼
������������ ����� �� � ������������ ���� ���������  �� ����� ��� ������� ���¢����� �À���� ��  ���¤��������
������ �� ��� ���� ��� ����� � � ����¢�� � ��� ��� �� � ���� ������ ���� �� ��� �� ��� ­Á ��  �� ��� ������ ­Á ² ­­
��� ����� ���  � ����¢���  �� ���� ���� �� � £�� ¯��   �� �����  �� ������� ��� ¢������� � ��� ����¤������
��  ����� ��� ¢��� ���� ���������� �� ��� ������ � ���� ���� ���� � ���� �� ��� ������ ���� �� �� � ���� �¹�  �
¦��� ����  � � ��� ���� �� � ����� �� �� ��� ����� ����� ��� ��� � �� �������� ���� ��� ������� ���������
������ �� �� ����  ����� �� ��� ���������� ����� �°­ ����� � £�� ¯��   �� �����  �� �����¥� � ���� ��� ��� � ���
����������  �

� ������ ��� �À����  ��� ������� � ��� � ������ ����� ��� ���������� �� ���������� £�� � ��� ����� ���� � ���
�� ���� �� ��� ����¤���� ��� �����¤�� � ���� �� �­¶ ����� ��� �� ����� ���������� ������ �� ���������� £�� �
�����  ���  ������  ��� ����¥ � �� � ������ ���� �� �������� ��  ����������¹�  �� � ��¢������ �������� ��� ����
��  ��������� ������ �� ¦¨¤�� ���������¤��¥� ������ ��� � ¦�������� ������ ���� � �� �� � ���� ����� � ��������
�� ������� ���� � ���� �� �­Á ®���¢�� � ��� ����� ��� ����� ����� �� ��� �����¤�� � ���� �� ��¡����� ���¢���
��� ��������� �������¢ ��� ������� � ����� ��� ������� ��� ������ �� ��� � ����������� � ¦�� ������ ����� ���
��� ���� �  �����  ��� �

�� ��� ���¢������ ����  ���¥� ���������� ��� ������������ ���� ��� ����� ���� � ������ �­Á ² ­­ ��¢����
�À���� ���������� �� ��� ���� ��� � ���� �� ��� �����������  �¢������� �� ��� £�� ©�� ��� �¹�������  �������� ª �
��� ����������� ������ ©�� ��� ������� ���  �������� ª � ��  ��� �� �����  ���� ���� �� ��� � �� ��� ������ ©��
��� � �� �� ��� ���� ��� �����ª �� ��� � ��� ������ ������� ��� � ��� ����� ���� ����� � �� ��� ���������
��� ���������� ���� ��� ����� ���� � £�� � ����  ��� ��� ����� � ��� �� ����� �À���� � « ���������� �������
£��¤����� ������� ��  �����¤���� ������� � �� ��� ����� ���  � ����  ���  ��� � ����� �� ��� ���� �����  �� £��
 �¢������� �  �� �� ����������� ������� ����� �� ��� ���� �� ����� ���� � �� ���� � ����� ��� �� ����������� ������
��  ��� � ��� ������ �� �������� �� ��� ������� ���  �������� � ����� ��� ��� ��� �� ����� �À���� ������� ��
��� ������������ ���� ��� ����� ���� � ������ � «� �������� �� ��� ����� �� ������������� �� ��� ����������
£�� �¢�� � ����� ���� �� � ����¢�� � ����� � ������ �

¦�� ��¬ ����¢� �� ��� ������� ���¥ �� ��������� ��� ����������¹����� �� ����� ��  ����������� �� ��� �����¤
����� ���� ��� ����� �¢�� � ����� ���� � ¦�� ��� �� ������  � »������ ���� �������  � ���� �������  � ���
��� £��¤� ���� ��  ������ ����� � � ��� ����� ��� ��� ���� �����  �� ��� £��  �¢������� ����� � ¨���� ��� ���
��������� �� ��� �� ���������� ���� �� ��� ����� ���� ���������� �� ������ � ���� ���� ����� � ��� �����¤
������ �� ����� �� ������������� �� ��� ���������� ���� ��� ������ ��� ���� ��������� ���� ������ � ���� �� ���
�����¤���� ���� ��  �����¤ �� �������� ���� ������ �

~ ~ � ��������� ���������
¦�� ��¢��� ��� �¡������� ��� ���� �� �����¤ �� ��������  ����������� �� ��� ���������� £�� ���� � �����

���� ���  ���¢�  ���� ��� �������¹�  ¿�¢���§ ¨��¥�� �¡������� � �� ��� ��� � ������� �� �� »��� � 	½ � ¼
 � ¼½ � ¼¼�
« �� ��� ����� ���� � � 
 ��� �� ��� �� ����� ���  ��� ������� �������� � ����� 
��� � ����� � ��� ����� ��

� �������¤���� ��� ����� ������ �� ��� ����¤���� ��  �������� � ��  ���� �� � ������� ����� �� ��� ���� ����
©������ �� ���� � �� ��� ������� ����ª � ¦�� ������� ����� ���� � �� ���� �������� ������  �� ��� »����� �
������ � � ���­�°��� � ����� ����� � ���� � ��� ����� �� ��� ��������� »����� � ������ �

« � �� ������ � ���� ���¢���� ���¥� ����� ��� ����� �� � ������������ �� ���� ������������ �� ��  ��� ¤
��������� ���� ��� ������ �­±² °°² ­¸ ² °± ² ­³ ² ­Á ² ­­ ���  ���������� £�� �� �������  �� ��  �� �����  �� ������� ���
¢������� ��  ��������� ��� ������ ��� ������� �� �������  �­Á ¦�� ������� ��� ���� ����� � �� ���� ���¹�  � ���
���� � ������� ��� ����¤���� �� ���� ����� � �� �����  � ��� ����� � ¦�� �¹������� ���� ����� � � � ���� ��
����� � �� ��� �������¹�  � ¦�� ������� ��� ¢��� ���� ��������� � �� �����  � ��� ���� � ����¤���� �� ¢��� ���� �
��  �¹������� ¢��� ���� � ���� ����� � �����������  ����  ��� ��  �������� ! ���� �°"��� � °��� � ������� " ��
���� �����  ������� ��� ����� �¡������ �
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��� �� ��� ������� � ����  � ��� �����   ���¢���¢� � ��� ���� ��� �� ��� ������� ��� ���� ����� � �� �� �����
���� ��� ����� ���� � � ��  �� ��������� ��������  � ¦��� ��� � �� � ������ �� ��� ������ �� ��� �¡������� ����
�������� ©¿�¢���§¨��¥�� �¡�������ª �� ��������� �������������� ��� ������  �� �� ����� �� �� ��� �¹�������  �������� � �� ��� ©�� � ª � ����� � �� ���
�¹������� �� �� � �� ���� ��� ������� ��¥���� ��� �� ��������  �� � ©� � � ª ��� ©�� �ª � ����� � ©� � � ª �� ���
������� � � �����  ���� � �� � ��  � � ��  � �� ��� �� ������� ���� �

�� ��� ¢����� �� � ������������ �� � � �� � � �� �  �! �� ©����� ��� ����������� �  ������ ��� ���������ª � � ���
� � � �� © �� ����� ��� ������� � �� ��� ����� ��� ¢��� ���� ���������ª � ��� ��¢��� ��� �¡������� ��� �� �������
�� �� ���� � 	
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 ª� � � Á � � � ­ �
 � � ° �
 
 � ©¼ª
¦��� ���� �� ��� ��¢������ �¡������� �� ������� ��  ��� ��  ���¢�  ���  �À����� ���� ������ ���� �� £�� � ���� �
������ � ����� ���� �� �����¤���� ���� � ¿��¹��� ���� ���� �� ��� � �� � ���� � ������� 
 � � Á � � ­ � � ° �� � ��� �������  �� ����� �� « � ¿�� ���� � � ������¢� �� ��� £��¤����� ���� � ����� �� ��� �¡������  �� �� ���
���� ������� ������ ����� ���  �� ��� ����¤����� �� ��� ���� ��� � �

« � ��� �� ���� ��� ��� ������ ��� ��������  � ��� � ������������ ��� ��¡����  �� � � ¹��� �� ��� ���� ������
��� ! � ����� �� ��� ���������� ��� � ������������ ¢�� ��� ������ ��� � 	

� � ½ 	 � � ½ � � � ½ �� � ½ �  � ½
� � � 	 � � ½ �� � ½ �! � ½ �  � ½ ©	ª

�� �� �� �� ������� ���  ���¢���¢� � ��� ���� ��� �� � � ������ ©¼ª ��� �� ������ ��
©� ­ � ª� � � ° � � ½ � ©� ª

����� �� ������� � ­ ��  � ° ��� ����� � �� � ���� � ������� ��  ������� ���  �� �� ���� �� � ��  �  �� ��
��� ����� £�� 	 � ­ � 
 � � ©�ª
 � � ° � �� Á � � ­ ©�ª
 � � ° ©�ª

 � ©� ª
¨����� ©� ª �� ��������� �� ������ ��  ��� �� ���¢�  �� ����� �� �  ��������� �������� ��� �� ��� � ���
�������  ��� �� ���¯�  �� ��� ����� ������� �� ���  �� ��� � � � �� �

�� �� ����� ������ ���� ���  ���������� �¡������� ��� ��� »����� �¤������ �� ���� ��� ©�������� �� ���
£��¤����� ����ª ������� �� ��� ����� ���� � �� ��� ������� � ����� �� ���� �����  � ��� ����������� �À���� �

~ ~~ � ����� ������ �  �!� �"��� �#����� "��$���
¦�� ���� ��� �� ¯� ��� ����������� ���� ���¹�  ����� �� � ������������ ����������� �� ���� �� ������� ���

� ����������  ����� �¹����� � ¦�� ����������� ��� ��� ��¢������ �¡������� ©�ª ��  ��� ���� ���¹����� �� ���
������� ��� ����� � � �� � %�� � % Á � %�� ����� ��� ������ �� ��� � ����������� �� ��� ����� ��  % Á � ��������
©��������� ¼ª � ¦�� ��¬ ����¢� �������� �� � ������� ��� ���� �� �� � ����¯�  � ��  ��������� ��� ������� ®���¢�� �
�� ���� �  �� � � ������ �� ��� £�� ��� ������ ����¢��� �� ��� ���������� ��� ���� � ¦��� ������ �� ������� ���� ���
���¡�� � �� ���¢���� ���¥�  ������ � ��� ����� �� ������������� �� ��� �������������� ���� ����¥ �­°² ­±² °° ² °±² ­³
��� ¥������ ������ �� ���  ���������� ¯��  ��� ������ � ��� ��� ������ �

�� ��� ������������ ���� � ���¢���� ���¥�°Á² ­¸ ² ­Á ² ­­ � ���� �¹�  � ��¥ &� ������ ���� °³ �� ��� � �����������
¥������ �������  ������� ��  ����������� ©�� ������ ��� ���� ���������� � ��   ª �� ��� ������ ����� �

%'() � * +
Á ," -'() .� °'() � �° ©� °'() � � °'() ª/ � " °'() -'()0 " -'()1 ° �  °'()" -'()0 ©0 � ¼ª -'()1 ° 2 3� � ©�ª

�� ����� ��� �������  ������ �  �� 4�� �� �������  � 5��������� ©�ª ���  ���¢�  ��� �������������  �¢������� ��
��� ���� ��� ����� �¢�� � £�� ����� � ����� ��� �������� ��������¥ � ��  �� ���� �����¹�  ��� ��� ������� ��� �
��  ��� �� »�� � 	½ � « ���� ��������� ��� �¡������ �� ����� ��� ��� ����� £�� ��  ��� ��� � ����������� � �� 
�����¢��� ���� �� ��� ��� �� � � ½ � ��  � ��� �� ��������  ©»����� �¤�� �� �� ��� �������� � ��� »�� � ¼�ª �
��� ���� ��� � %'() � * +

Á ," - '()� °'() � ! - '() °'()
©0 � ¼ª -°'()1 ° 2 3� � ©6 ª

�� ���� ��������� %'() � * +
Á 7� 8'() 9: '() �'(); 3� � ©<ª

= ÏÐ çè
ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



����� ��� ������ �� ������ 9: '() �� ���  ������� � � � ������

9: '() �
�
��������

" -'() ½ ½ ½ ½
½ ½ ½ ½ ½
½ ½ ½ ½ ½
½ ½ ½ ! - '()

©0 � ¼ª - °'()1 ° ½
½ ½ ½ ½ ½

�
��������
� ©� ª

¦�� ������� ��� ����� ��� ��� ���������� �� ���� ���¤����� �¡������� �� ��� ��� ������� ��� ���� ����� ��
��� ¯¢� ¢�������� ��� �� ������  �� � �� �°´ ®���¢�� � �� ��� ������������ �� ���� ��  ��� �� � � � �� ���
�����¢�  ���� ��� ������ � �� � ½ � ! �� � ½ � � �� ��  � �� ������  �� ��� ���������� �¡������ ���������� ���
� ������ ���� �� �� �����¤������ ������� ­± ©�� ��� �������������� ���� ��� ������ �� �� �� �� ��� �������
��� ������ �� ��� � ��� ���� »��� � 	6 � ¼� �	<ª � ¦��� ������ ���� ��������� � �� ��� �������� � �������� � �����¢� 
�� ������������ ���� ���¤����� £�� � � ¥���� �� ��� ����¤�� �À��� �°· ����� ��� �� ����� ������� ��� ¢������� ����
��� �������� £�� �� ©���� ��� ����ª ��  ����  ��� ���� �������� £�� ������� �����¥� ���� �¢��������
����¥  ��� �� ���������� � ��  �� ����� ����� �������� � ���� �� �� ��� �� ������� ������������� � ��� ���� �
��  � ���¹��� � ����� ���������  �� ���� �� ������� ��� ¢������� �

¦�� ¥������ ������ �� ��� ����� ��  ���������� ��� � �� ���� � �� ��  � �� ��� ���¹��� � �� ��������� 	
% �� � * +

Á
." - �� �° ©� °�� � � °�� ª/ 3� � ©
 ª

�� ���� ��������� %�� � * +
Á 7� 8�� 9: �� ��� ; 3� � ©¼½ª

����� 9: �� �� ��� � � �  ������� � �����

9: �� �

�
������

½ ½ ½ ½ ½
½ �°" - �� ½ ½ ½
½ ½ �°" - �� ½ ½
½ ½ ½ ½ ½
½ ½ ½ ½ ½

�
������
� ©¼¼ª

¦�� ¡������� �� �� � ���� �¹�  �� 	 � %'() �%�� � ��� ����� ������� ��� ������ ��  �� ��� ���� � � ®���¢�� �
�� �� �� �� �����  ����� ���������� � ��� ���¢���� ���¥� � 	 �° � ��� � � ��������  �� ��� ������� �������

	 �° �
* +
Á ," -'()� °'() � ! -'() °'()

©0 � ¼ª - °'()1 ° 2 3�* +
Á

." - �� ©� °�� � � °�� ª/ 3� � ©¼	ª

¨���� ��� ������� �� ������ � �� ��������� �������¹����� ��� ��� �� �����  ���������� �� � �� ��� �� ������ �
� �� � %�� � % Á � ¼� �� ���� ��� � ���� �¹����� �� ©¼	ª ����� ��� �� � � �¡��¢����� �� ��� � ���� �¹����� ��
���������� ©<ª � � �� � 
 � %'() �

�� �����  � � ����� ��� ���� ��� ����� ������� �� ¯� ��� ����� �� ������������� �� ���� �� � ���������� 
����� �¹����� � �� ����� �� ���¥ ��� ������� ��� ������ ��� ���  ���������� �¡������� ©� ª ���� � ���� �¹� ©<ª �� 
���� ������� ��� ���������� %�� � % Á �� � �� � �������� � ��� ���  ����� �¡������� ©� ª ��  ���� ��� ��� ������ ©	ª
�� ���� � � ©� �� � �'() ª �

¦��  ������ �� ��� ����������  ����� �¹����� ��� �� ��� ��� ��� �������  ���� � �� ���� ��� �� ����  ��
»��� � ¼½ � ¼¼� �� ����� ��� »�� �� �� �������  � ¦�� ��������� �������� ���������� ������¡�� �� ������  �� ���
 ������� ¢������ �� ������� ©�ª � ����� ��� �� ������ �� � 
� ­ �
� ­ � � 
 �
 � ��� ��� �� ��� ��¤�����  � ¬ ����
�¡�������°µ² °¸ ² ­±² °° ² °± ² ­³ ² ­Á ² ­­ ©���� �  ������ ��� � ¤�� ���  �� � �� ��� ������� ���  �������� � � � �� ���
¢����� �� � �� 
 ��¥����� �� ���� � ������� � � 
 ����� ��� ������ �� ���  �� �� �� ��� ����¤���� ��  ��������
� � �������� � ��  �  ����  �� � ��  � � �� ��� ����� £��  ��� � ��  ������� ��� ���  �������¹����� �� ����
� ��  � ª �

� ÏÐ çè
ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



¦�� ��� �� ���  ������� �������� ��� ��¢���� � ¢������� ����� ����� ��� ��������� �� �� ��  ���� � ¬ ����
�� � �� �¢�� �  ��  � ��������� ���� �� �¢������� �� ��������� ��� ������� �� ���  ����� ��  � ¬ ���� ����������� �
����� ���� � ���� �� �� ������� �������� ��� ��� ���� ��¹� ��  ��� ���� �� ��� ��� �� �� ���� ��¹� ��� ��� ��
¹��� �°µ² ­± ² ­³

¦�� ���� ����  ���������� � � ����� �������� ��� ��¬ ����¢� �������� 
 � %'() � ��� ����������� ©�ª �� %�� � % Á � ��  ��� �������� ����������� � �� ���� � ���������  �� �  ��� ��  ����������� � ������� ¡�������
�� �� �� ������� �� �� � ��� ���� �����  ��� ���  �À����������� �­Á ² ­­ ¦�� ����� �¹����� ������� �� � ½ � �����
��� � �� ��� � ¬ ���� �¡������� �� ���  ������� ���� ��  �������� ��� ������ ������� ���  ����� ��  � ¬ ����
������� � �� ��� �� ��� ©� �� ª ��  ������ ©� '() ª � ¦���� ��� ������ ��� �� ������� �� � � ����� ���� �� ���� �����
����������� ����� �� ��������������  � �� �� �� �� ������¢� ��� ������ ��� ������ � � ������ ��� � �� � � ���¢� 
����� ��� ���� ����� � ����� �� �������� © �� �� ! � � ½ �� ���� ������ �� ����� ª � ��£������ ��� ���� ���� ��
����� ��� ��� �� ¯¢� � ¬ ���� ¢�������� �� ���� �� � � � '() ��  ��������� ��� �� ������ ������������ º�� ��¥� ��
����������� �� ��� ! ´ ©��� ¯��� � ¬ ���� ¢����� �� ª �� ¹��� �

¦�� ����������  ����� �¹����� ����������� ��¡� ���� ��� ������������ �������� �� � ����� � ������  ������
��  ����� �¡������� � � ¬ ���� �¡������� � ���� ��� ��� ������ ��  �������� ��� ������ � ������  ��  ���� �� ��
��� ���� � ����¢�� � �� ������ ��� ��������� ��������� ������ �� ��� �¡������� �� �� ������� ���¢� ����������
��� ��� ������  ������� � � ¨��� �� ��������� ��� �� �������  �� ��� �� ���� ��� ��� ����� � ©¼ª � ������ 
������� ��� ����� � �Á��� �� ���¢� �  �� ��� ��������� �� ��� ����� �¹����� ��� �� ��� � ©	ª ��� ������  ���� ��� ��
���¢�  �� ��� �¤�� ��������� � ��� ��� ������� ��� ����� � ����� � ©�ª ��� ��¬ ����¢� �������� 
 ��� � % ���'() �� ������� 
�� ��� ��  �� ��� ������  ��������� ��  �������  �� ��� ��¬ ����¢� �������� 
 ���­� � % ���­�'() �� ��� �� 
�� ��� ���¢���� ������  ��������� � �� 	
 ��� �
 ���­� � ¼ 	 
 �� ©����� �� �� ��� � ������ ��������� ������� 
�� ���� ��� ����� �¹����� ª ���� ��� ����� �¹����� �� ����� ���  ���¢����  ��  ��� ������� ���¢�  � ©� ª ��
	
 ����
 ���­� � ¼ 	 � �� ��� �� ����� ��� ������ ��� ��� ���¥���  ���� ��� ��� �������  �� ��� ������ ��   ���¢� 
���� ���  ����� �������� �� � � � '() � ©�ª ��� ���¥���  ������� �� ���¢�  ���� � � � '() �� � � � �� � ©6 ª �
��� ������� ��� ����� ��� ��� ������  ������� � ��� ­��� �� �������  ���� ��� �������� �� ��� ���¥���  �������
�� � � � �� ��������� ��� �������� ��� ����� �� ��� �� ��� � ©<ª ��� ���� �� �������  ���� ���� ©	ª �� �����
�� �� �¢�������� �� �  �� ���� ©�ª � �� ���� �  � � ����  ���� ���� ��� �� ���  ��� ��� ����������� ���������
���¢������� � �� ����� �� �� ��������� ��� ��� �������� � ���� ��� ����� ��� � ��� ������� �� ��  ���� �������
¡���� ���� ©	¤� ������ ¤���¥���  ����������ª �

~
 � � �������#�����
« ¯����  �À������  �������¹����� ����� � ��� � ��� ������ ����  �� ����������� ���¢� �¡������� ©�ª � ���

���� ��� ��� ������ ©	ª � º�� ��� ��¥� �� ����������� ���  �� �� �� � ��  � ��� ��� ����������� �¡����� �����  �
« ��������  ���  �� ����� ���  �� ��� ����¤���� ��  �������� � � ��� ¢����� ��� � � � � � ��   ¥���� �� ��� ��� 
�� �� � ��  ! ¥���� �� ��� � � ¤���  ©�������� ª �� �� � « �� �¡������� ��� �����¯�  �� ��� ���  �� �� ������
��� ����������� ����� �� �����¯�  �� ��� � � ¤���  �� �� � ¦�� ��� �� ��� ���¢�� ���  �� � ����� � �� �� �������
���� �� �� ����� �� ��� ���� �� �� �� ��¥� ���� ������� ��� ������ ��� ����� �� ���� ��� ����� ¡��������� ��
�� �� ������ � ¦�� ���� �� � �� ��� � ¤���  �� �� ����  ��� ������ ���� ��� ���� �� ����� �� �� ������� ����� ���
���� ��� ��� ������ ��� � � � �

º�����¤�� �� ���¤������� ¯����  �À������� ��� ���  ��� ��� �  �������¹����� � ��������� ��� �� �� �� �� ��
����� ��� �� �� �������� ��� ��� �����   ���¢���¢� � �� ����� ��� �� �� � ��� ¯���  ���¢���¢� �� ����� ����������� �� �� �������� ��  ��� �������� ©���� �����������   �� �� ��� ��������  ��� ª �� 6�� �� �� �������� �

« ��� ���  �������¹����� �� ��� ������� ���  �������� �� ����  �� �� ���¢�� ���  � ¨���� ��� ������ ��
���� ��� ����� �¡������� �� ��������� � � �����  �� �� ���¥���   �������¹����� �� ������ � ����� ��¡����� ���
�������� �� ��� ���¢���� ����� �� � � ¥���� � º�� ��� ¯��� ���� � ����¢�� � � ¯��� �� �� ������ �� � ��  �������
�� �� ��� ������� ��� ����� �� �¢����� �� �

º�� �������  ������ ��  ��� ��� ��������  ���¢����� �� ���  ������� � ¬ ���� �¡������� � ��� »�� �� �� ������� 
�� »��� � ¼½ � ¼¼�


 � � ��� ���
¦�� ����� £�� ��� ��� ����� ���� �� �������  ���� ��� £��¤� ���� ���� �� ��������� ��� ����¤������

���� ����� � ��  ���  ���¢���¢�� ����� ��� �� � ������ &� ��������� ������ �±Á ¦�� �� ��� � ��� ������ � 1 �'� �
� ÏÐ çè

ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



m̃ = εm

G
ε
2

0.070.060.050.040.030.020.010

6e-05

5.5e-05

5e-05

4.5e-05

4e-05

3.5e-05

3e-05

2.5e-05

2e-05

1.5e-05

1e-05

������ �� �	
 ��� �
� ����� ��� ��� � ����� �� ���� ���
e
� ��� � � ç��  ! " � è  ! #�$ � � %=è&  '( )'*+ � ç  � ,- � . %# �

/  ���� � . %#� 0 1  ���� � . %= 0 2  ���� � . %=� 0 3  ���� � . %� 0

�� ��� � �� �� ��� ���� ��� ����� ��� ���������  ����� ��� ����������� � ������ ��� £�� �� ���� ������ � ���
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����� ���� ��� ��� ������ ��� ���  ��� ��� ����������� �� ��� ���� �  5 � 67 � ¼� ��  ��� ������� ������� ��
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���¢�� � ��� � ������ ���� ���� � �� � � ������  ��� �'() � ½ ��� � ��� � � ����� ����� ��� ��� �� �������  ��
������� ��� � ��������� ������������� �� ���  ��� �¢������� �� 9 � ½ �½�� � �� ��� ������ ��� ��� � ������ ����
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� ����� ���  �� ����!�� 	��"��� �)�� #��� �����$ ��� =��� #!%��� ����$ �! � ����� ��� �� �
���

e
� ) &' = ÅËÍ � ( ��!���� �
� �) ����� �� � ,- ��� "�
��� 	�� � ! #�$ � =  '( )'*+ � ç  ���� � ç %. � /  � � ç�� ���

� ,- � . %�� 0 �  � � ç��  � ,- � . %�� ��� � � . %... ç 0 2  � � ç�� ��� � ,- � . %�&çç= 0 *  � � #�� ��� � ,- � . %�� 0 1  ���
�����  � ,- � . %� ç=�. 0 3  ��� �����  � ,- � . %�� �

º���� � ��� ������� � « �� ������� �������  ��� ��� ���� �� ��� ���� � �� � ½ �
� ��  � '() � ¼ �½ ©/ � � � * � + ª �����
��������� ��� ����� ¢����� �� ��� ��¢������� � ����� ���� �� � � ¦��� �� �� < , 856341841 ���� �� ��� �����������
�� ��� ������� � ¨���� ��� �  ��� ��� ��¢� ��� �À��� �� ��� ���� � �� �� �� ���¢�  �� ��� ���������� ������� ���
����� � � ½ �½½ ¼ ©/ ª ��  � � ½ �½½½ ¼ ©�ª � � ��� ��������� �� � �� � ½ �
� � �'() � ¼ �½ ��  � � ¼�4 � « �� ������� ���
�������  ��� � � ½ �½½ ¼� ������ ������ ��� �����  � ¦���  � ��� ���������� ������� ���� ©����� �������ª �� 
£�� ����� ©���� �������ª �����  �� ������  ��� � ��� ������� ���� � ��� ���� ��� �� :� � �� ���� � � ������ �� ���
 �À������ �� ��� ���� ��� ����� �� ��¥���� ������� £�� ����� ��  ���� �  �������� :� ��¢��� ����� ��� ��� �
¢���� �� ���� ���¤����� ����¥������ ���� �  �� ����� ���  � ;� ������� �� ������� :��'�� ���� :�	 �6)� ��� �
�������� ���� ��� �����¤���� ����� � � �½ �
� � ¼� ��  � � �½ �
<¼¼� � ¼� �����  � � �������  ���� ����¢��� � ���
��� £��¤����� ����� � � �½ �
 ¼��½ � ¼� � ��  � � �½ �
� � ¼� � º ����� < ���¯�� � �� �� ���� ��� ���� ������� ��� ���
����� ���� ��  £�� ����� �������� ���� ���� ����� ��� 8� � � � ���� ��� ������� �����¢��� :� ��� ����� ��� 
©��� / ¢� � 1 ��  2 ¢� � 3ª �º ����� � ������� ��� ���������� ������� ����� ���� ©����� �������ª � � � ¼�4 � ��  £�� � ���� ©�� ��
�������ª ��� ��� �������� �������  :� ©� �� � / �������� � ��� 1 � 2 ���� 3 � � ���� - � ��  * ���� .ª � ��
��� �� ����  ���� ���  �À������ �� ��� ������ ������ ������� ��� ��� ���� ������  �� ������� �� � �� � �'()
©��� ��� ������� ��� �����¤���� ���� � �� � ½ �
� � * � �������  �� ��� £��¤� ���� ���� � �� � ½ �
 ¼��½ � .ª �� � � � � ���¯�� ��� ���� ��� �����  ������ �

º ����� 
 ���� � ��� �À��� �� ��� ���� ����������� �������� � ��� ��� ���������� ������� ��� ��� ���� ������
�� ��� ��� ��� � �� � �'() ��  � � � � 5���� ������� ����� �� ����� ���� ©� � ¼�4 ª ��  ���� ������� �� £��
����� � �� ��� �� ����  ���� � ���  ���� � � �� �  5 � 67 � ½ �� ©2 ��  * ��� ����� ���� � ��������� ��� �� ��� �����
3 ��  . ��� ��� £�� �����ª ������� ��� ������ ������ � �� ����� � ������  ��� �� ���¢���� ��� ��� �°Á ² ­¸ ² ­Á ² ­­
� ����¢�� � ��� ���� ��� ���� �� ������ ��� � ���  ���� � ��� ���� ��� ��¢������� ��� ����� ��� ������� ��
������  � ; ��� ��������� � ������� ¢���� � ���  ���� ������� � �� �����  � � ����  ���� �� ��� ���  ���� ���
���� �� ������ ��� ����� ¢����� �� ��� ��¢������� � ����� �� ������� ������� ��� ������ ��¢�������� ©��� ���
�������� ��� ����� 2 ��  3 � ��� ����� ���  ������ ������� ��¢������� �� ����� 9 / ¼ �½�ª � � ����¢�� � ��� ¢���
����� ¢����� �� ��� ��¢������� � ������� ��� ��� ��� ���� ������ �������� ���� ���� ����� � �� � �����¡����� ��
��� � � � ��� �� ���¢������  �������  � ¦��� ����¢��� �� ���������� � ��� ���� ���� ����� ���  ©��� ���� / ¢� �
1 � ��  * ¢� � .ª �

º ����� ¼½ ����� ���� ��� � ���¢��� �� ��� ������ ������ ©����� ��� ���� ��� � ������������ � ��   ª �� �
�������� �� ��� ������� ��� ���� ����� � ����� ��� ������ �� �������� �������  �� �� �� ����� �  ����� ����������
������� ��� �����¤���� ���� � � ¼�4 � � � �½ �
� � ¼ �½� ©����  ����ª ��  ��� £��¤� ���� ���� � � �½ �
 ¼��½ � ¼ �½�

ç. ÏÐ çè
ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



β; m̃/(
√

3 sin θ)

G
/R

e;
3G

ε2

0.80.40

0.0025

0.002

0.0015

0.001

0.0005

0

������ � � �	
 ��� �
� ����� ���  �� ����!�� 	��"��� �)�� #��� �����  �� �� !) 	� �!$ ��� =��� #!%��� ����  � ��)!) 	� �!$ �! � ����� ��� �� � ���
e
� ) &' = ÅËÍ � ( ��!���� �
� �) ����� �� � ,- ��� "�
��� 	�� � ! #� $ � =  '( )'*+ � ç  

���� � ç %. � �%��� ���� � /  � � ç�� ��� � ,- � . %è 0 2  � � ç�� ��� � ,- � . %� 0 �  � � ç�� ��� � ,- � . %� 0 *  � � ç�� ���
� ,- � . %�� � � ��� ����� � 1  � ,- � . %=.&ç� 0 3  � ,- � . %è�=�� 0 -  � ,- � . %�#è&� 0 .  � ,- � . %� ç=�. �

β; m̃/(
√

3 sin θ)

G
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3G

ε2

2.82.421.61.20.80.40
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0.00015
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� ����� ���  �� ����!�� 	��"��� �)�� #��� �����  �� �� !) 	� �!$ ��� =��� #!%��� ����  � ��)!) 	� �!$ �! � ����� ��� �� � ���
e
� ) &' = ÅËÍ � ( ��!���� �
� �) ����� �� � ,-  "�
��� 	�� ��� '( )'*+ � ! #�$ � =  

���� � ç %. � �%��� ���� � /  � � ç��  '( )'*+ � ç %. ��� � ,- � . %�� 0 2  � � ç��  '( )'*+ � . %� ��� � ,- � . %�� 0 �  
� � ç��  '( )'*+ � ç %. ��� � ,- � . %�&çç= 0 *  � � ç��  '( )' *+ � . %� ��� � ,- � . %�&çç= � � ��� ����� � 1  � ,- � . %� ç=�. ���
'( )'*+ � ç %. 0 3  � ,- � . %� ç=�. ��� '( )' *+ � . %� 0 -  � ,- � . %�� ��� '( )' *+ � ç %. 0 .  � ,- � . %�� ��� '( )'*+ � . %� �

© ����  ����ª � ¨���� ��� ���������� ��  ��� �� ��� ����� �� ��¢�������� ©8� � ½ �¼�6 ��  9 � ½ ���<ª � ���
������ ���� � ������� ������ � ��� ��� ������� ��� ���� �����°± ² ­³
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������ �� � �����) &� � �' � ( �! � ����� ��� �� �%� !���� " �!� ����� ����� �$�-� � �� ����!�� 	��"��� �)�� #���
�����  ��!% ���� $ ��� =��� #!%��� ����  !� ��� ����$ �� �%� ��� � � � "�
��� 	��!

e
� � . %ç�è ��� � � . %�=& ���

� � ç��  ! #� $ � =  ���� � ç %.  '( )'*+ � ç � ��� �%� ��� �����  � %�! 	��� ��!�� ��� �! �� #*�� ��� � &�� #*�� ��� � � ()' = �


 ~~ � ���� ������
����� ��  ����������� ���� ������� �� ��� �������� �� ���� ���¤����� £�� ���� � ����� ������������ ����

��¢� ���� ��� ��  �
¨��� � �������� �� � ���¢���  �� ��¢���� ������� � ¨�� ���� ��� ��� ���¢������ �������� °Á ² ­¸ ² ­Á ² ­­ ������� 

����� �� ������������� ��� £�� ����� ��  ������ � � ��� ��� �����¡����� ���� �  ����� ���������� �������
���� �� ������ ��� ����������   �� �� ��� � ��� �À���� ������� �� ��� ���� �� ��� ������ ©£��  �¢������� �
����������� ������ ��   ���� ���� �� ��� � �� ����� ����� �� ��� �� ��� � ��� ������ª � ¦�� ����� ���� � ��
��� ����� ���  � ���������� � ������� �������� ����������¹�  �� £��¤ �¢������� �À���� ���� ©� ��� ���� ���
�� ��� ���� �� £�� �����ª � ����� ��� �� �� � ������ ����� �À���� � � ����¢�� � �� ���  �¢����� ��� �� ��� ��� ���
����� � � ���� ��������� �����¤ �� �������� ��� ������� ���� � ��� ����� ���� ���� ���� ���������� � �������
���� ������ ��� �����¤���� ���� ���� �����5¡������� ��� �������  ���� ��� �������¹�  ¿�¢���§ ¨��¥�� �¡������� �� ��������� � ������� ���� ����� ��
��� � �����������  �� �����  �� ������� ��� ¢������� � ¦��� ��� � �� ���������¤��¤� �¡������� � ¦�� ����� �¹�����
�� ������  ��� �� �� �������¢� ������ � ���� ��� �� ��� ��������� �������� �� ���  ����� ��  � ¬ ���� ������� �
������  �� �������� ��� ������ �� ��� ����� ��  ������ �

»������ ��� ������  ��� ���  �À����� ��� ������ �
« ¯��� ��� �� �������  �� ¥������ ��� ����� �� ������ ¯��  ��  �������� ��� ������ �� ������ � «� ����� ��

 ������� ���� ��� ����� �� ����  � ��� ����� ��� ���¢� �� ��� � ������ ���� �� ��� ������� � ¦��� :� ©:� �
�'() �� �� ª ��������� ���� ��� ����� �� ������ �� � �¢�   ��������� � ���¢��� ����  �¢������� �À���� ��� ��������
�� ��� ���� �� ��� �� ��� ���� ��� � ���������� ��� ����¤���� ����� ��� � �� �  ������� �� :� ©�������  ��� ���
��� � ¢����� �� � �� ª � ���������� ��� �������¢� � �� ���� ��� ������ ������  �¢������� �À���� ��� �������� � ; ���
����� ���� ��� ��� �������  � ��� ��� ���� �� ��� £�� � ���� � �� ������� ����� ���� ��� �������� �� �� ����� ��
 ��������� �������� ��� ��� ������ ������ �� �� ���¡�� �������������� �� £�� �  �� �����  �� ���� �������
 �¢������� � ���� �� ����� ���� ��  ������ � º�� ��� £�� ����� ���� � �� ���� � � �¢�� �� �� ��� ������� � �� � ���
���¢� �� ����� �� ������ ���� ������� ������ ¢����� ������������� �� ��� ������ �� ������ �� � �¢�   ��������� �
�������� �� ��� ����� �� ����� ���� ��  ������ �

« �����  ��� �� ������� �� �������  ¥������ ��� ������ �� ������ ¯��  ��  �������� ��� ����� ��� � ¦��
���� � ��¢������� ��  :� ��� ���� ���� �������  ��¥��� ���� ������� ��� ����¤���� ����� � ��  ��� ���� ����
��� ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� �� �� ������� ���� ��� ��� �¢�� ��� £�� ����� � �� ��������� ��� ���
���� ������ � �� �� ����  ���� ���� ��� ���� ��  ��� ��¢������� ����� ������ ���� ��  ���� ���� ��� ��� ��� �����
���� �������� ���� ����� ��� ��� £�� � ���� �� ��� ��� ��� � �� � � '() ��  � � � �
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»������ ���� ���� ���� � ���  ���� �������� ��������� ������ �
� �  �������

�ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø ÜÑ ��ÇÆÍÅËÄÍÌ ÙÇÏãÌÉ � Æ ÐÆÈÌÏÇ ËÍ Û�ÓÆÅÅ ÌÇÆÍÅËÌËÏÍ Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü ç= Ñ #.. çÑ ÓÓ Ü ç.è&� ç.&� Ü
�Ø××ËÍÙÅÄÍ Ñ � Ü ÆÍÕ ÎÆ×Ô Ñ Ø ÜÑ �àÌÆÛË×ËÌ� ÏÐ ×ËÍÄÆÇ �Ïã Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü ç� Ñ ç�&� Ñ ÓÓ Ü ��&���� Ü
�æß×ÌÙÇÄÍ Ñ � Ü à Ü ÆÍÕ ÞßÅÌÆ� ÅÅÏÍ Ñ � Ü æ ÜÑ �Ê ×ÙÄÛÇÆËÈ ÙÇÏã ÌÉ ÏÐ ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ËÍ Æ ×ÆÔ ËÍÆÇ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ

�Ï× Ü #� Ñ �Ï Ü è Ñ ç�� çÑ ÓÓ Ü ç...� ç..� Ü
�âÆÇÇÄ×× Ñ � ÜÑ ��ÓÌËÔ Æ× Ä�ÈËÌÆÌËÏÍ ÏÐ Ó ÄÇÌßÇÛÆÌËÏÍÅ ËÍ � ËÅÈÏßÅ ÅÉÄÆÇ �Ïã Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü = çÑ �Ï Ü � Ñ ç��� Ñ ÓÓ Ü #.�=�# ç.# Ü
��ÏÛÄÇÙ Ñ � Ü ÆÍÕ � ÇÏÅÆ Ñ � ÜÑ ��ÍÅÄÌ ÏÐ ÌßÇÛß×ÄÍÈÄ ËÍ Æ ÓËÓ Ä Ñ� � � �  !�"
# $"
%��&' Ñ �Ï× Ü �=Æ Ñ ç��� Ñ ÓÓ Ü è�&� &#è Ü
(�ßÌ×ÄÇ Ñ å Ü Ö Ü ÆÍÕ âÆÇÇÄ×× Ñ � ÜÑ ��ÉÇÄÄ�ÕËÔ ÄÍÅËÏÍÆ× ÏÓÌËÔ Æ× Ó ÄÇÌßÇÛÆÌËÏÍÅ ËÍ � ËÅÈÏßÅ ÅÉÄÆÇ �Ïã Ñ� ��	
� � 
���
 ) Ñ �Ï× Ü � Ñç��# Ñ ÓÓ Ü çè=&� çè�. Ü
*ÞßÅÌÆ� ÅÅÏÍ Ñ � Ü æ ÜÑ �ØÍÄÇÙ� ÙÇÏãÌÉ ÏÐ ÌÉÇÄÄ+ÕËÔ ÄÍÅËÏÍÆ× Õ ËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ËÍ Ó×ÆÍÄ ÎÏËÅßË××Ä �Ïã Ñ� , � � 
��� - .%� �Ñ �Ï× Ü ##� Ñç�� çÑ ÓÓ Ü #� ç�#è. Ü
/ÃÄÕÕ� Ñ à Ü 0 Ü ÆÍÕ æÄÍÍËÍÙÅÏÍ Ñ Ò Ü à ÜÑ �ØÍÄÇÙ� ÙÇÏãÌÉ ËÍ � ËÅÈÏßÅ ÈÉÆÍÍÄ× �Ïã Å Ñ� , � � 
��� - .%� �Ñ �Ï× Ü #�# Ñ ç��= Ñ ÓÓ Ü #.��#=� Ü
1�ÇÄÐÄÌÉÄÍ Ñ � Ü � ÜÑ �ÇÄÐÄÌÉÄÍ Ñ Ê Ü Ø ÜÑ ÃÄÕÕ�Ñ à Ü 0 ÜÑ ÆÍÕ ÒÇËÅÈÏ×× Ñ � Ü Ê ÜÑ �æ�ÕÇÏÕ�ÍÆÔ ËÈ àÌÆÛË×ËÌ� ã ËÌÉÏßÌ Ø ËÙÄÍ�Æ×ßÄÅ Ñ�

2 %�.&%. Ñ �Ï× Ü #è çÑ ç��= Ñ ÓÓ Ü �&����� Ü
�3 4ßÈÈÉÄÇ Ñ à ÜÑ �ßÔ ËÍ Ñ Ê ÜÑ ÆÍÕ ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø ÜÑ �ÎÆÇÆÛÏ×ËÈ ÊÓÓÇÏÆÈÉ ÌÏ �ÓÌËÔ Æ× ÎÄÇÌßÇÛÆÌËÏÍÅ ËÍ 0ÏÔÓÇÄÅÅËÛ ×Ä �ÏßÍÕÆÇ�

�Æ�ÄÇÅ Ñ� , � � 
��� - .%� �Ñ #..� Ñ &ÊÈÈÄÓÌÄÕ ( Ü
��4ßÈÈÉÄÇ Ñ à ÜÑ �ßÔ ËÍ Ñ Ê ÜÑ ÆÍÕ ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø ÜÑ ��ÓÌËÔ Æ× Ò ËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ËÍ 0ÏÔÓÇÄÅÅËÛ×Ä �ÏßÍÕÆÇ� �Æ�ÄÇÅ � 0ÏÔÓ×ÄÌÄ ØÍÄÇÙ�

�ÏÇÔ ÊÍÆ×�ÅËÅ Ñ� ÊÚÊÊ ÎÆÓÄÇ ÊÚÊÊ +#..�+�= ç� Ñ #..� Ü
��ÊÍÕÄÇÅÅÏÍ Ñ ÎÜÑ �ÄÇÙÙÇÄÍ Ñ Ö ÜÑ ÆÍÕ æÄÍÍËÍÙÅÏÍ Ñ Ò Ü à ÜÑ ��ÓÌËÔ Æ× ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ÆÍÕ Û�ÓÆÅÅ ÌÇÆÍÅËÌËÏÍ ËÍ Û ÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇÅ Ñ�

��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü ççÑ ç��� Ñ ÓÓ Ü ç=�� ç�. Ü
���ßÈÉËÍË Ñ ÎÜÑ �ÃÄ�ÍÏ×ÕÅ�ÍßÔÛÄÇ� ËÍÕÄÓÄÍÕÄÍÌ ËÍÅÌÆÛË×ËÌ� ÏÐ ÌÉÄ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ Ï�ÄÇ Æ �ÆÌ ÅßÇÐÆÈÄ � ÏÓÌËÔ Æ× Ó ÄÇÌßÇÛÆÌËÏÍÅ Ñ�

, � � 
��� - .%� �Ñ �Ï× Ü �.� Ñ #... Ñ ÓÓ Ü #���=.� Ü
�� 4ßÈÈÉÄÇ Ñ à ÜÑ �ÏÌÌÆÇÏ Ñ Ê ÜÑ ÆÍÕ �ßÈÉËÍË Ñ ÎÜÑ �Ê ×ÙÄÛÇÆËÈ ÙÇÏãÌÉ ËÍ Æ � ×ÆÅËßÅ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ � �ÏÍ×ËÍÄÆÇ ÏÓÌËÔ Æ× ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ Ü�

5 �"� , � - .%� � 67� 
���
 Ñ �Ï× Ü #� Ñ #..è Ñ ÓÓ Ü ç� ç& Ü
��æÆÍË8 Ñ Ê ÜÑ àÈÉÔ ËÕÌ Ñ ÎÜ 9 ÜÑ ÆÍÕ æÄÍÍËÍÙÅÏÍ Ñ Ò ÜÑ ��ÇÆÍÅËÄÍÌ ÙÇÏãÌÉ ËÍ ÈÏÔÓÇÄÅÅËÛ ×Ä ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ �Ïã Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ

�Ï× Ü � Ñ �Ï Ü = Ñ ç��è Ñ ÓÓ Ü � ç�è� Ü
�(æÆÍË8 Ñ Ê Ü ÆÍÕ æÄÍÍËÍÙÅÏÍ Ñ Ò ÜÑ ��ÉÄ ÈÏÔÓÇÄÅÅËÛ ×Ä ËÍ� ËÅÈËÕ Æ×ÙÄÛÇÆËÈ ËÍÅÌÆÛË×ËÌ� ÐÏÇ ÅÌÇÄÆÔã ËÅÄ ËÍÕÄÓÄÍÕÄÍÌ ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ Ñ�

��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü ç. Ñ �Ï Ü � Ñ ç��� Ñ ÓÓ Ü ç&��� ç&�è Ü
�*ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø Ü ÆÍÕ �ßÔ ËÍ Ñ Ê ÜÑ ��ÉÄ Û×ßÍÌ ÛÏÕ� ÓÆÇÆÕÏ� � Ê ÈÆÅÄ ÐÏÇ ÌÇÆÍÅËÄÍÌ ÙÇÏãÌÉ Ñ� : ; �& "< =�">�
.&! =" &
�!�$& ÑàÓÇËÍÙÄÇ��ÄÇ×ÆÙ Ñ �ÄÇ×ËÍ Ñ #... Ñ ÓÓ Ü �.=��.� Ñ ÎÆÓÄÇ ÓÇÄÅÄÍÌÄÕ ÆÌ ÌÉÄ �ÌÉ Ú��ÊÖ à�ÔÓÏÅËßÔ ÏÍ �ÆÔ ËÍÆÇ+�ßÇÛß×ÄÍÌ � ÇÆÍÅËÌËÏÍ ÑàÄÕÏÍÆ Ñ �àÊ Ñ ç��� Ü
�/�ßÔ ËÍ Ñ Ê Ü ÆÍÕ ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø ÜÑ �àÓÆÌËÆ× �ÉÄÏÇ� ÏÐ ÏÓÌËÔ Æ× ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ËÍ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇÅ Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü ç= Ñ �Ï Ü & Ñ#.. çÑ ÓÓ Ü #.�&�# ç.� Ü
�1�ßÔ ËÍ Ñ Ê Ü ÆÍÕ ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø ÜÑ ��ÓÌËÔ Æ× ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ËÍ ÌÉÄ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ Ï�ÄÇ Æ ÅÓÉÄÇÄ Ñ� ÊÚÊÊ ÎÆÓÄÇ ÊÚÊÊ�#..��##� çÑ#..� Ü
�3�ßÔ ËÍ Ñ Ê Ü ÆÍÕ ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø ÜÑ ��ÓÌËÔ Æ× ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ ËÍ ÈÏÔÓÇÄÅÅËÛ ×Ä ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇÅ Ñ� )?)) , �Ñ �Ï× Ü � çÑ �Ï Ü ç# Ñ #..= ÑÓÓ Ü #=�&�#=è= Ü
��ÃÄÅÉÏÌ�Ï Ñ Ø Ü ÆÍÕ �ßÔ ËÍ Ñ Ê ÜÑ ��ÉÄ ÇÏ×Ä ÏÐ ÌÇÆÍÅËÄÍÌ ÙÇÏã ÌÉ ËÍ ÇÏßÙÉÍÄÅÅ+ËÍÕßÈÄÕ ÌÇÆÍÅËÌËÏÍ Ñ� ) ?)) , �Ñ �Ï× Ü �# Ñ �Ï Ü � Ñ#..� Ñ ÓÓ Ü &èè� &&. Ü
��0ÆÌÉÆ×ËÐÆßÕ Ñ ÎÜ ÆÍÕ �ßÈÉËÍË Ñ ÎÜÑ �Ê ×ÙÄÛÇÆËÈ ÙÇÏã ÌÉ ËÍ Û ÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇÅ � ÏÓÌËÔ Æ× ÈÏÍÌÇÏ× Û� Û×Ïã ËÍÙ ÆÍÕ ÅßÈÌËÏÍ ÆÌ ÌÉÄãÆ×× Ñ� 5 �"� , � - .%� � 6 < � 
���
 Ñ �Ï× Ü ç� Ñ #... Ñ ÓÓ Ü �è����. Ü
�� 4ßÈÈÉÄÇ Ñ à ÜÑ �ßÈÉËÍË Ñ ÎÜÑ ÆÍÕ �ÏÌÌÆÇÏ Ñ Ê ÜÑ �Ê ×ÙÄÛÇÆËÈ ÙÇÏã ÌÉ ËÍ Æ � ×ÆÅËßÅ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ � ÏÓÌËÔ Æ× ÆÍÕ ÇÏÛßÅÌ ÈÏÍÌÇÏ× Û�ÔÄÆÍ ÅßÈÌËÏÍ ËÍ ÌÉÄ ÍÏÍ×ËÍÄÆÇ ÇÄÙËÔ Ä Ñ� , � � 
��� - .%� �Ñ �Ï× Ü � ç= Ñ #..� Ñ ÓÓ Ü ç=�� çè. Ü
��ÖÆÈ� Ñ � Ü Ö ÜÑ ��ÏßÍÕÆÇ� �Æ�ÄÇ àÌÆÛË×ËÌ� �ÉÄÏÇ�Ñ� 9Î� ÃÄÓÏÇÌ �..+#&& Ñ 9ÄÌ ÎÇÏÓß×ÅËÏÍ �ÆÛ ÜÑ 0Æ×ËÐÏÇÍËÆ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ

�ÄÈÉÍÏ×ÏÙ� Ñ ÎÆÅÆÕÄÍÆ Ñ 0Ê Ñ �àÊ Ñ ç�è� Ü
��� ËÍÙ Ñ � ÜÑ ��Í ÌÉÄ ËÍ ËÌËÆ× ÈÏÍÕËÌËÏÍÅ ÐÏÇ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ Ä@ßÆÌËÏÍÅ Ñ� , � -  !� � ��	
�Ñ �Ï× Ü �� Ñ ç�è� Ñ ÓÓ Ü =�=�=è& Ü
�(�ßÈÉËÍË Ñ ÎÜ ÆÍÕ �ÏÌÌÆÇÏ Ñ Ê ÜÑ �Þ AÏÇÌ×ÄÇ �ÏÇÌËÈÄÅ � Æ ÛÆÈ�ãÆÇÕ� ËÍ�ÌËÔ Ä ÆÓÓÇÏÆÈÉ ÌÏ ÌÉÄ ÇÄÈÄÓÌË� ËÌ� ÓÇÏÛ×ÄÔ Ñ� , � � 
��� - .%� �Ñ

�Ï× Ü =è= Ñ ç��� Ñ ÓÓ Ü ç�#= Ü
�* 4ßÈÈÉÄÇ Ñ à ÜÑ �ÏÌÌÆÇÏ Ñ Ê ÜÑ ÆÍÕ �ßÈÉËÍË Ñ ÎÜÑ �Ê ×ÙÄÛÇÆËÈ ÙÇÏãÌÉ ËÍ Æ � ×ÆÅËßÅ ÛÏßÍÕÆÇ� ×Æ�ÄÇ � �ÏÍ×ËÍÄÆÇ ÏÓÌËÔ Æ× ÕËÅÌßÇÛÆÍÈÄÅ Ü�

5 �"� , � - .%� � 67� 
���
 Ñ �Ï× Ü #� Ñ #..è Ñ ÓÓ Ü ç� ç& Ü
�/�ÆÍÕÆÉ× Ñ Ö Ü � ÜÑ �Ê ÍÏÌÄ ÏÍ ÆÍ Æ×ÙÄÛÇÆËÈ ËÍÅÌÆÛË×ËÌ� ÏÐ ËÍ� ËÅÈËÕ ÓÆÇÆ××Ä× ÅÉÄÆÇ �Ïã Ñ� , � � 
��� - .%� �Ñ �Ï× Ü �� Ñ ç��. ÑÓÓ Ü #�=�#� çÜ
�1�ßÈÉËÍË Ñ ÎÜ ÆÍÕ �ÏÌÌÆÇÏ Ñ Ê ÜÑ �� ËÍÄÆÇ ÅÌÆÛË×ËÌ� ÆÍÕ ÇÄÈÄÓÌË� ËÌ� ÆÍÆ×�ÅÄÅ ÏÐ ÌÉÄ àÌÏ�ÄÅ ×Æ�ÄÇ ÓÇÏÕßÈÄÕ Û� ÆÍ ËÔÓß×ÅË�Ä×�ÅÌÆÇÌÄÕ Ó×ÆÌÄ Ñ� ��	
� � 
���
 Ñ �Ï× Ü ç= Ñ #.. çÑ ÓÓ Ü çèè�� çè&� Ü
�3æÆ�ÄÅ Ñ B Ü Ò Ü ÆÍÕ ÎÇÏÛÅÌÄËÍ Ñ Ã Ü â ÜÑ C	D."
$&�% � 
$E =�.$"	 Ñ Ê ÈÆÕÄÔ ËÈ ÎÇÄÅÅ Ñ � Äã FÏÇ� Ñ ç��� Ü

� � G �������  �� ��� "�����$�� ��� "��� � �!��" ����
«���� ��� ���� ��� ����� £�� �� ¥���� � ��� � � � ��  �  ����� ��� ����� �� �� �� ��� ���� ������ � �����

� �� ��� ������� ���  ������� ���� ��� ���� ��� � � ��� ����¤���� ��  ������� ��  � ��� �¹������� ����� � ; ���

ç= ÏÐ çè
ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



�� �� �������� � � � � �� ��� ��� ��������� ��� ¢��� ���� ¯��  � ���� �������� � ��� �����������  ��  �������� !
���� ��� ��� �� ������� &� ��¥����� � ������� " �� ������  ��  ��  ! �� ��� ����� �¡������ ��  ���� �� ���
�� �������� ��¥���� �

¦�� ������� �� ��  ������ �  �� 4�� � ¦�� ��¥����� �� ���  ���������� �¡������� ��� ���� ¯¢� ��  ���
����� �  �� �� ������������ �� ��� ©�� � ª � ����� � �� ��� �¹������� �� �� ��  � ��� �� ������� ���� �

�� ���� �� ���� � ¢�������� � - �� ����� �  �� �� � �������� �� ����������� ����� ��  ��������� � �- ���� � ���
���  ���¢���¢� 3� -�3 - �

¦�������� ������ �� ��� �������¹�  �¡������� ���  �� ��� ������ �� �������  �À�������� �¡�������
©
� ª� � ©� �
 ª� � � Á � � � ­ �
 � � ° �
 
 � ©¼ª

����� 
 � � Á � � ­ � � ° ��  � ��� � � � �������� � ��  ��� �� ������ ��
©� ­ � ª� � � ° � � ½ � ©	ª

��������� � ­ ��  � ° ��� ����� � � � �������� ��  ������� ���  ���� ���� �� � ��  � 	� ­ � 
 � � ©�ª
 � � ° � �� Á � � ­ ©�ª
 � � ° ©�ª

 � ©� ª
¦�� ���������� �� � � � ���� �¹�  � �� ��� ��� �� � � ½ ©� �� � �� � � ª � �� ��� �������� �� ��� ����¤������

 �������� �� ��� ¥������ ������ ��  ����������� � «���� ��� ��������������� ������  �� ��� ���� ����� %'()
��� � %'() � * +

Á
��� � ©� � �� ��� � ª ," -'()� °'() � � ! - '() °'()

©0 � ¼ª -°'()1 ° 2 3� � ©� ª
����� ��� ���� ��� � ©� � �� ��� � ª ���� � ���� ��� ����������� �¢�� ��� �����  �� ��� � � �� � �¢�� ��� �����
�� �� �� ��� ¢�������� �

¦�� ���¹��� ���� ���� �� ��� �������� ��� ���� �������  � � ��� ��� ��¢������� 9  �¯��  �� 9 �
8� � ©� � �� ��� � ª � 8� ����� 8� � �� �

¾��������� �¡������ 	� ­­ � " - �� ­³ � � " -� -
 - �� ­­Á � � " -
©� � �� ��� � ª �

� ­°Á � � � " -� � �� ­±Á � �9 " - �� ­³Á � �� �
�" -�-

 - � � " -� -
 - ©� � �� ��� � ª� ­±­ � �" - �� ­³­ � " -� -

 - �
�¤� ������� �¡������ 	� °­ � 	" -� - �� °³ � � " -� °-

 - �
� °­Á � � � " -� -� � � � -9 ° � 	" -� -

©� � �� ��� � ª� °°Á � � � " -� -� �� °±Á � �9 " -� - �� °³Á � �� �
�" -�-� -

 - � � �� �
���- �� -� � � � " -� °-

 - ©� � �� ��� � ª� °­­ � �� -� � � " -� - �� °°­ � �" -� - �
ç� ÏÐ çè

ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



� °³­ � " -� -�-
 - � � �- �� -� � �� °­° � � - �

� ¤� ������� �¡������ 	� ±­ � " -� - � 	� �� -� � �� ±° � " -� - �� ±³ � � " -� -�-
 - � � �- �� -� � �

� ±­Á � 	� ���
��� -� � � � ¼

©� � �� ��� � ª �� 	� �� -� � � " -�-�� ±°Á � �	 � " -� -� � � 9 °� - � " -� -
©� � �� ��� � ª� ±±Á � �9 " -� - � 	9� �� -� � �

� ±³Á � ¼
©� � �� ��� � ª ," -� -� -

 - � ¼� � �- �� -� � � 	� � - �� �-� � 2 � �� �
�" -� °-

 - �� �� �-� � ,�� � � -� � � 	� �� -
�� 2 � � �- ,� ���

��� -
� � � � �� � °� -

� � ° � ¼� � °� -
��� � 2� ±­­ � � -� ©� � �� ��� � ª � 	� �� -�� �

� ±°­ � �	" -�- � �� �� -� � �
� ±±­ � 9� -� �
� ±³­ � � �- ,�� � � -

� � � 	� �� -
�� 2 � " -� °-

 - � 	� -� ©� � �� ��� � ª � �-� ±´­ � � ¼ �� ±°° � �� � - �
� ±­ � � -� �

�¤� ������� �¡������ 	� ³± � " -� - �� ³³ � � -9� -� - �
� ³ ­Á � � -9�" - � " -�� � 9 �� -�� � 	9� -

©� � �� ��� � ª� ³°Á � � -9�" - � " -� � � 9 �� -� �� ³±Á � �9 °� - � � " -� -� � � 	" -� -
©� � �� ��� � ª �

� ³³Á � � 9� -�" - �� �
�" -� -

 - � � " -� -9� - ���
�� -
" - � � � -� -9� - ©� � �� ��� � ª� 	9� �-� �� -�� � 	9� �-� � � -�� � �9� -� �-� ©� � �� ��� � ª �� ³´Á � 9 �� ³±­ � �" -� - � �� -� � �

� ³³­ � � 9� -� -� - �� ³±° � � - �5����� �¡������ 	� ´­ � " - - �
ç� ÏÐ çè

ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ



� ´­Á � 0 � ¼0 �! -�� � " - -
©� � �� ��� � ª �

� ´°Á � � � " - -
� � �� ´±Á � �9 " - - �� ´³Á � � �- ©0 � ¼ª1 °��� ��� -� � � ° � 9 °� -

� �
� ¼

� �
�� �

���- � -� � � �
� ´­­ � 	 ©0 � ¼ª1 °���� - �� -� � �� ´°­ � �" - - �� ´³­ � 	

� �
�� -
� � �

� ´³° � � -
� �

�

çè ÏÐ çè
ÊÔÄÇËÈÆÍ ÚÍÅÌËÌßÌÄ ÏÐ ÊÄÇÏÍÆßÌËÈÅ ÆÍÕ Ê ÅÌÇÏÍÆßÌËÈÅ


	Introduction
	Governing equations
	Formulation of the optimization problem
	Discretization
	Results
	A quantitative comparison between flat-plate and sharp-cone results
	Conclusion
	Matrices for compressible flow past a sharp cone

