Esame di Ricerca Operativa - 16 settembre 2013

Facolta di Scienze MM.FF.NN. - Verona
- CORREZIONE -

Problema 1 (4 punti):

La Loamed e un’azienda che produce snack. La disponibilita di materie prime, alla fine
di gennaio, ¢ la seguente: 550 kg di arachidi, 150 kg di pistacchi, 90 kg di mandorle e 70 kg
di nocciole. Ogni scatola contiene 500 grammi di prodotto. La Loamed produce quattro tipi
di snack, descritti di seguito:

| prodotto | composizione | profitto (lire/scatola) |

Mem solo arachidi 260
non piu del 50% di arachidi

Num almeno il 10% di mandorle 400
almeno il 15% di pistacchi

Pe solo pistacchi 510
almeno il 30% di pistacchi

Qof almeno il 20% di mandorle 520
almeno il 30% di nocciole

Supponendo che tutto quanto prodotto venga venduto, formulare come PL il problema
di massimizzare il profitto della Loamed. Indicare poi dove I’eventuale aggiunta di qualche
vincolo di interezza possa lievemente aumentare la precisione del modello.

svolgimento.
Il problema puo essere formulato introducendo le seguenti variabili:

e x4y = quantita di arachidi (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Mem;
e 14N = quantita di arachidi (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Num;
e x N = quantita di mandorle (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Num,;
e xxy = quantita di nocciole (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Num;
e rpy = quantita di pistacchi (in kg) utilizzati per produrre snack di tipo Num;
e rpp = quantita di pistacchi (in kg) utilizzati per produrre snack di tipo Pe;

e 1,40 = quantita di arachidi (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Qof;

e )70 = quantita di mandorle (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Qof;
e zy¢g = quantita di nocciole (in kg) utilizzate per produrre snack di tipo Qof;
e zpg = quantita di pistacchi (in kg) utilizzati per produrre snack di tipo Qof;
e gy = numero di scatole di snack di tipo Mem prodotte;

e yn = numero di scatole di snack di tipo Num prodotte;

e yp = numero di scatole di snack di tipo Pe prodotte;

e yo = numero di scatole di snack di tipo Qof prodotte.



Stiamo supponendo per semplicita che le variabili y; non siano vincolate ad essere intere.
L’obiettivo é quello di massimizzare i ricavi sulla vendita dei quattro tipi di confezioni ossia

maxR = 260y +400yy + 510yp + 520y ,

nel rispetto dei seguenti vincoli:
vincoli di non negativita

YM> YN, YA YB, TAM > TAN, TMN, NN, TPN, PP, LAQ> TMQ> TNQ> LPQ = 0.

vincoli sulla composizione

xam = 0,5ym

rAN + TN +xpN 2NN = 0,5yN
zpp =0,5yp

2AQ T M@ txNg + 2P = 0,5yq
xaN <0,25yn

MmN > 0,05yn

xpy > 0,075 yN

zmg > 0,1yg

rnQ = 0,15yq

rpg = 0,15yq

disponibilita di materie prime

TAaM +TAN +2a0 < 550
xpp+xpN + 2pg < 150
TN +xmg < 90
NN +TNg <70

Ovviamente i vincoli di non negativitd yys, yn,ya,ys = 0 possono essere omessi. Intro-
ducendo il vincolo di interezza per le sole 4 variabili yus, yn, y4 € yp otteniamo soluzioni intere
ottime che possono essere messe in pratica senza arrotondamenti (con conseguente rischio di
perdita di precisione nella soluzione del modello matematico intero).

Problema 2 (6 punti):
Si consideri la soluzione 3 = x¢ = 0, x1 = 6, x5 = 5, x4 = 10, x5 = 14 del seguente
problema.



max 1 + 6xg + Csxs + 11xg + 5xs + Cexg

1 + oy + w3 < 12

T3 + x4 + xz¢ < 10

5 + wg < 14

X + 23 + x5 +2x¢ < 20

T2 + 24 + xz¢ < 15
L1,X2,T3,T4,T5,Te >0

2.1.(1pt) Verificare esplicitamente che la soluzione proposta ¢ ammissibile.
2.2.(1pt) Scrivere il problema duale.
2.3.(1pt) Impostare il sistema che esprima le condizioni agli scarti complementari.

2.4.(1pt) Risolvere il sistema per trovare una soluzione duale complementare alla soluzione pri-
male fornita.

2.5.(2pt) Per quali valori dei parametri C5 e Cg la soluzione assegnata ¢ ottima? Indica con
chiarezza tutte le verifiche che sei stato chiamato a compiere.

svolgimento. Tutti i valori assegnati alle variabili sono non-negativi. Sostituendo tali
valori negli ulteriori vincoli, conduciamo i seguenti controlli a verificare 'ammissibilita della
soluzione proposta.

6) +(6)  +(0) = 11 < 12
(0) +(10) +(0) = 10 < 10
+(14) 4(0) = 14 < 14
(6) +2-(0) +(14) +2-(0) = 20 < 20
(5) +(10) +(0) = 15 < 15
Il problema duale ¢ il seguente.
min 12y; + 10ys + 14y3 + 20y4 + 15 y5
Y1 + Y4 > 1
(% +ys =2 6
oo+ Y2 +2y4 > C3
Y2 +ys > 11
Y3+ ya > 9
yv2 +ys +2y4 +ys > Cs
Y1,Y2,Y3, Y4, Y5 >0

Dalle condizioni degli scarti complementari segue y; = 0 poiche il vincolo 1 del primale
non ¢ soddisfatto ad eguaglianza. Inoltre, poiche x1,x2, 4,25 > 0, 1 vincoli 1,2,4 e 5 del
duale dovranno essere soddisfatti ad eguaglianza e quindi otteniamo le segunti equazioni.

Y4 = 1

Ys

Y2 + Y5 11
Y3 + Ya = 5



Il duale ammette pertanto un’unica soluzione che soddisfa gli scarti complementari rispet-
to alla soluzione primale assegnata: (0,5,4,1,6). Dobbiamo ora verificare se questa soluzione
duale di base ¢ ammissibile. E evidente che tutte le variabili assumono valore non negativo,
ma dobbiamo anche andare a verificare i rimanenti vincoli del duale (i vincoli 3 e 6).

La soluzione primale assegnata sara ottina se e solo se la soluzione duale ad essa com-
plementare soddisfa tutti i vincoli, ed in particolare anche i vincoli 3 e 6, ossia se vale che
y1 +y2+2ys = 7 > C3 (terzo vincolo) e y2 + ys + 2y4 + y5 = 17 > Cg (sesto vincolo). Pos-
siamo concludere che la soluzione primale assegnata € ottima se e solo se C3 < 7e (g < 17.

Problema 3 (4 punti): Si costruisca (o si argomenti che non pud esistere) un problema
di PL in forma standard con:

3.1.(1pt) precisamente 8 soluzioni di base, e tutte e 8 ottime.
3.2.(1pt) delle soluzioni non-ottime ma tutte le soluzioni di base ottime.
3.3.(1pt) una sola soluzione di base ottima ma almeno due soluzioni ottime non di base.

3.4.(1pt) nessuna soluzione di base ammissibile ma una soluzione ottima degenere per il duale.

Problema 4 (4 punti):
Si consideri la seguente sequenza di numeri naturali.

(1] 1482421 2848 5] 26 |49 [9[32] 191246 10 [ 7 ]3] 2 [ 11]6]2 |39 ]44] 13|

4.1(1pt) trovare una sottosequenza crescente che sia la piu lunga possibile. Specificare
quanto e lunga e fornirla.

4.2(1pt) trovare una sottosequenza decrescente che sia la piu lunga possibile. Specificare
quanto e lunga e fornirla.

4.3(1pt) Una sequenza ¢ detta una V-sequenza se cala fino ad un certo punto, e da i in
poi cresce sempre. Trovare la pit lunga V-sequenza che sia una sottosequenza della
sequenza data. Specificare quanto ¢ lunga e fornirla.

4.4(1pt) trovare la piu lunga sottosequenza crescente che includa lelemento di valore 7.
Specificare quanto ¢ lunga e fornirla.

svolgimento. Per poter rispondere alle prime 3 domande compilo la seguente tabella di
programmazione dinamica.

CRESCENTE
=[=]T=2T=JT=2JT=IT=2JT=2T=2J]T=2T=2T=2T=2T=2T=2]T=2T=21T=2T=2T=221T=21=1= = = [ =
10 6 7 9 8 5 4 2 7 4 1 6 3 5 5 1 5 5 5 1 1 4 3 2 1 1

1 14 8 2 1 21 | 28 | 48 5 26 | 49 9 32 | 19 | 12 | 46 | 10 7 3 25 | 11 6 29 | 39 | 44 | 13
1 T 2 3 3 T T 1 3 2 T 3 2 3 1 2 5 6 7 3 5 7 3 3 3 1
= e || € s s s =TT« T+=T<=sT-=T*=-T=T*-T<T-*=T-<-T-<7T*=7T<=7=71°*=-

DECRESCENTE




Infine, per rispondere all’ultima domanda, computo partendo da destra un’ulteriore se-
quenza di valori come riportati in neretto nella seguente tabella.

CRESCENTE
=[=]T=T=2JT=2JT=2JT=2T=2T=2T=2]T=2]T=2]T=2T=2T=2]T=2]T=2]T=2]T=2]=2=2]T=22]T=22]1=>]=1=1=
10 6 7 9 8 5 4 2 7 4 1 6 3 5 5 1 5 5 5 4 4 4 3 2 1 1
1 14 8 2 4 21 28 48 5 26 49 9 32 19 12 46 10 7 3 25 11 6 29 39 44 13
1 2 2 2 3 4 5 6 4 5 7 5 6 6 6 7 6 5 3 7 7 5 8 9 10 8
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

CRESCENTE

Possiamo ora fornire le seguenti risposte.

‘ tipo sottosequenza H max lung ‘ sottosequenza ottima
crescente 10 1,2,4,5,9,19, 25, 29, 39, 44
decrescente 7 48, 32, 19, 12, 10, 7, 6
V-sequenza 11 | 48, 32, 19, 12, 10, 7, 3, 25, 29, 39, 44
crescente con 7 9 1,2,4,5, 7,11, 29, 39, 44

Ma come avrei dovuto organizzare invece i conteggi se mi fosse stato chiesto di individuare
la pitt lunga A-sequenza? (Una sequenza & detta una A-sequenza se cresce fino ad un certo
punto, e da li in poi cala sempre.)

Problema 5 (4 punti):

Con riferimento al Problema 4 qui sopra, come potresti fare a determinare il numero di
sequenze ottime ai punti 4.1 e 4.4 avvalendoti della programmazione dinamica? Costruisci le
tabelle e fornisci in esplicito il numero di soluzioni ottime ai punti 4.1 e 4.4.

hint alla soluzione. (Come al solito meglio provare a risolvere prima in autonomia,
provando prima anche senza leggere I’hint).

Per ogni posizione 7 della sequenza in input, oltre ai due problemi:

P; la massima lunghezza di una sottosequenza crescente che parta proprio includendo I’ele-
mento i-esimo della sequenza in input;

T; la massima lunghezza di una sottosequenza crescente che termini proprio con I’elemento
i-esimo della sequenza in input;

utili per rispondere alla domanda 4.1 (P;) ed alla domanda 4.4 (P; 4+ T;) si considerino
anche, i due problemi:

# P, numero di sottosequenze crescenti della sequenza in input che partano con I’elemento
i-esimo come loro primo elemento e con lunghezza massima (ossia di P; elementi);

#T; numero di sottosequenze crescenti della sequenza in input che terminino proprio con
I’elemento i-esimo della sequenza in input come loro ultimo elemento e con lunghezza
massima (ossia di 7; elementi).

Problema 6 (14 punti):
Si consideri il grafo G, con pesi sugli archi, riportato in figura.




6.1.(1pt) Dire, certificandolo, se il grafo & planare oppure no.
6.2.(1pt) Dire, certificandolo, se il grafo & bipartito oppure no.
6.3.(1pt) Trovare un albero dei cammini minimi dal nodo s a tutti gli altri nodi.

6.4.(1pt) Trovare tutti gli alberi dei cammini minimi da s. (Dire quanti sono e specificare con
precisione come generarli).

6.5.(1pt) Trovare un albero ricoprente di peso minimo.

6.6.(1pt) Trovare tutti gli alberi ricoprenti di peso minimo. (Dire quanti sono e specificare con
precisione come generarli).

6.7.(3pt) Per ciascuno dei seguenti archi dire, certificandolo, se esso appartenga a (tutte / a
nessuna / a qualcuna ma non a tutte) le soluzioni ottime: fg, ef, om.

6.8.(2pt) Trovare un massimo flusso dal nodo s al nodo t.

6.9.(3pt) Certificare 'ottimalita del flusso massimo dal nodo s al nodo t.

risposte.
Il grafo & planare: un suo planar embedding ¢ fornito in figura.

@10 g s/o 10 P X 4, 7
| \67 4&4
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Nella stessa figura é inoltre fornito un certificato di bipartizione.

Un albero dei cammini minimi dal nodo s a tutti gli altri nodi del grafo & riportato in

figura.
0 13 p x y
s 10 g 3 0 10 . 4 31
44 4 10 6 7 h f 237 271\4 31 Y q
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La seguente figura esprime la famiglia degli alberi ricoprenti di peso minimo. Ci sono
2-3-3-4-3 = 216 alberi ricoprenti di perso minimo e ciascuno di essi include i 16 archi in
linea spessa, pitt uno qualsiasi dei 2 archi di peso 6 incidenti al nodo m (i 2 archi in linea
tratteggiata), pitt uno qualsiasi dei 3 archi di peso 6 in linea sfumata spessa presenti nella zona
centrale (gli archi gn, nl, lh), pitt uno qualsiasi dei 3 archi di peso 7 in linea sfumata spessa
presenti nella zona a destra, piu 3 qualsiasi dei 4 archi di peso 4 in linea tratteggiata nella
zona a destra, piut uno qualsisiasi dei 3 tra archi di peso 5 in linea sfumata spessa presenti

nella zona a sinistra.
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fg in tutte le soluzioni ottime in quanto unico arco di peso minimo nel taglio che separa i

nodi s, e, a, ¢, f, d da tutti gli altri nodi;

ef in nessuna soluzione ottima in quanto unico arco di peso massimo nel ciclo ecdf;

om in qualche soluzione ottima in quanto arco di peso minimo nel taglio composto dagli
archi op, om, mi, hl, In e gn (primo certificato) ma non in tutte le soluzioni ottime in

quanto arco di peso massimo nel ciclo ogim.

La seguente figura esibisce un flusso massimo (non esibisco tutti i passaggi che ho dovuto
compiere per ottenerlo) ed un taglio (minimo) che ne dimostra 'ottimalita.
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Il flusso ha valore 12 e satura I'insieme degli archi che attraversano la curva tratteggiata
portandosi dal lato di s al lato di t. Questi 4 archi costituiscono pertanto un minimo s, t-taglio,
anch’esso di valore 12 e che certifica pertanto I'ottimalita del flusso proposto.
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