1 Calcolo dei predicati del I ordine. Semantica
Ricordiamo la sintassi del calcolo dei predicati.

1.1 Sintassi.

Sintassi. Un linguaggio del calcolo dei predicati £ = (Pred, Fun, Const)
consiste di

(1) un insieme di lettere predicative Pred = {P/", ..., PP}, dove P/* ¢ un
simbolo di predicato n;-ario (una espressione “non-saturata’, con n; “buchi”);
(2) un insieme di simboli di funzione Fun = {f"', ..., f;'*}, dove f/" & un
simbolo di funzione n;-aria.

(3) un insieme di simboli di costante Const = {cy,...,¢,} Una costante puo
essere considerata come una funzione con zero argomenti.

(4) 11 linguaggio comprende un insieme infinito di variabili Var: vg, v1, ... v;,
... per denotare le quali si usano i simboli metalinguistici x, vy, ..., anche con
indici z;.

Termini. I termini del linguaggio sono definiti dalla grammatica

[t=alc| [t t)]

che leggiamo induttivamente:
e (i) un simbolo di variabile = & un termine (variabile libera);
e (ii) un simbolo di costante ¢ € un termine (chiuso);

e (iii) se t1, ... t, sono termini e f™ & un simbolo di funzione n-aria, al-
lora f™(t1,...,t,) & un termine; se ty, ... ¢, sono termini chiusi, allora
f™(t1,...,ty) & un termine chiuso; se x occorre libera in qualche termine
se t;, allora = occorre libera in f™(t1,...,tn);

e (iv) un’espressione & un termine solo se & stata ottenuta con un numero
finito di applicazioni delle clausole (i) - (iii).

Formule. Le formule del linguaggio sono definite dalla grammatica

|A,B = P"(t1,...,tn) | "A| ANB|AVB|A— B |Vz.A|3w.A|

che leggiamo induttivamente, definendo anche la nozione di variabile libera e di
formula chiusa:

e (i) se t1, ... t, sono termini e P™ & un simbolo di predicato n-ario,
allora P™(ty,...,t,) € una formula atomica; se ty, ... t, sono termini
chiusi, allora P™(t1,...,t,) € una formula atomica chiusa; se x occorre
libera in qualche termine ¢; allora x occorre libera nella formula atomica
P (ty,...,tn).

e (ii) Se A e B sono formule, allora (—A), (AA B), (AV B) (A — B) sono
formule; se x occorre libera in A o in B allora x occorre libera nella formula
composta e se A e B sono formule chiuse, anche la formula risultante &
chiusa.



(iii) Se A & una formula, allora (3z.4) e (Vx.A) sono formule. Tutte le
variabili diverse da x che occorrono libere in A occorrono libere anche in

Vz.A ed in dz.A ed ogni occorrenza di « in A ¢ legata dal quantificatore
Va oppure Jz. Se A contiene al pitt # come variabile libera, allora (Jz.A)

e (Vz.A) sono formule chiuse.

(iv) un’espressione ¢ una formula solo se ¢ stata ottenuta con un numero
finito di applicazioni delle clausole (i) - (iii).

Sostituzione. Definiamo cosa vuol dire sostituire un termine ¢ per z in un
termine v - in simboli u[t/x] - o in una formula A - in simboli A[t/x]:

aft/z] = t;
se y & una variabile diversa da z, abbiamo y[t/z] = y;

ct/z] = ¢;

[t ta)[t/a] = fr(tlt/a), . talt/2));

Pt ... to)lt/x] = PP(t[t/a],. .. ta[t/2]);

(~A)[t/z] = =A[t/z], (AAB)[t/z] = Alt/z] A B[t/], e similmente per gli

altri connettivi proposizionali;
se y non compare libera in ¢, (Jy.A)[t/x] = Jy.(A[t/x]);

se y compare libera in ¢t e z & una variabile che non compare né in ¢ né in
A, allora (3y.A)[t/z] = Fz.(A[z/y][t/x]) (cioé, prima cambio il nome della
variablie legata in modo che una variabile libera di t non sia “catturata”
dal quantificatore, e poi sostituisco).

Varianti. Consideriamo le formule Vz.A (oppure 3z.A4) e sia z una variabile
che non compare in A. Allora Vz.A[z/xz] (oppure 3z.A[z/z]) - ottenuta sos-
tituendo una variabile “nuova” per z in A e legando con lo stesso quantificatore
la variabile z in A[z/x] & una variante di Va.A oppure di Jz.A. Definiremo la
semantica in modo che varianti della stessa formula abbiano lo stesso significato.

Semantica. Una interpretazione M del linguaggio £ consiste di un dominio
non vuoto D e di una funzione ( )¢ che assegna

ad ogni simbolo di predicato n-ario P" in Pred una relazione n-aria Py, :
D™ — {vero, falso};

ad ogni simbolo di funzione n-aria f™ in Fun una funzione n-aria f}, :
D" — D;

ad ogni simbolo di costante ¢ in Const un elemento cyq € D.

Una assegnazione € una funzione ¢ : Var — D. Data una interpretazione
M ed una assegnazione o, 'interpretazione taq[o] di un termine t in M con
I’assegnazione o ¢ definita per induzione sulla definizione di termine:

(i) se t & una costante ¢, allora caq[o] = e € D;



e (ii) se t & una variabile z, allora zap[o] = o(z) € D;
o (iii) se t = f(t1,...,tn), allora tpm[o] = frm(timqlo], .- tamlo]) € D.

Data una assegnazione o, 'assegnazione o ¢ definita cosi:

of(vi) = d; of(vj) =o(vj),  sej#i.

Dunque o¢ & quella funzione che coincide con o su tutte le variabili, ma assegna
alla variabile v; il termine d.

Definizione. (Tarski) Definiamo cosa significa che una assegnazione o soddisfa
¢ in M, formalmente M |= ¢[o], induttivamente cosi:

o (i)se A= P"™(t1,...,t,) & una formula atomica, allora

M = Alo] seesolose (tiplo],...,tamlo]) € Py

(i) M = (~A)[o] se e solo se non M = A[o];

M E (A A B)o] se e solo se M |= Alo] e M |= Blo];

M E (AV B)lo] se e solo se M = Alo] o M = Bo];

M = (A — B)[o] se e solo se M k= Alo] implica M = B[o];

(iii) M = (Jv;.A)[o] se e solo se esiste un d € D tale che M |= A[s];

o = (Vu;. A): M = (Vv;.A)[o] se e solo se per tuttiid € D, M =
Alsd).

K3

Una formula chiusa A & vera nell’ interpretazione M, in simboli M |= A, se
M [= Alo] per ogni assegnazione s.

Una formula chiusa A & valida se per ogni interpretazione M vale M | A.

Se I'" & un insieme di formula chiuse e A ¢ una formula chiusa, A ¢ una con-
sequenza valida di T se per ogni interpretazione M,

M C perogni C el implica M E A.

Nota: termini indicali. Ma a cosa corrisponde una assegnazione nel lin-
guaggio naturale? Consideriamo i termini questo, quello, ora, domani, ieri, ecc.
Questi termini non hanno un valore fissato una volta per tutte, ma denotano
un oggetto o un momento del tempo che dipende dalle circostanze in cui sono
pronunciati e dalla intenzione della persona che li pronuncia: per esempio, dico
“questa musica mi piace” in una situazione in cui io sto ascoltando un brano
musicale insieme ad alcune persone; oppure, supponendo che stiamo ascoltando
una musica che non mi piace, dico al mio vicino: “un’ora fa stavo ascoltando
uno dei Quartetti Haydn di Mozart, e questa é la musica che mi piace”. Il mio
vicino che conosce i miei gusti, non ha difficolta a capire che faccio riferimento
al quartetto di Mozart.

Se formalizziamo una situazione conversazionale in cui c¢’¢ un universo del dis-
corso, un insieme di persone che hanno un nome proprio e di oggetti, un in-
sieme di proprieta e di relazioni, il linguaggio puo essere formalizzato come £



= (P",...,¢j,...) e possiamo fissare una volta per tutte I'interpretazione dei
predicati P™ e delle costanti ¢;, ma non possiamo fissare una volta per tutte il
significato di questo, quello, ecc.

Ese
1
2
3
4

mpio. Consideriamo gli enunciati

. Romeo ¢ un Montecchi;

. Giulietta ama Romeo;

. Il padre di Giulietta non ama i Montecchi;

. Il padre di Giulietta non ama chi ama qualcuno che lui non ama.

Il linguaggio £ = (M*, A%;p'; g, r) comprende

e un simbolo di predicato unario M (x) (sta per = é un Montecchi);

e un simbolo di predicato binario A(z,y) (sta per z ama y);

e un simbolo di funzione unario p(x) (sta per il padre di x)

e due simboli di costante g,r (stanno per Giulietta, Romeo)

Gli enunciati vengono formalizzati come segue:

1.
2.
3.
4.

M (r) (Romeo ¢ un Montecchi);
A(g,r) (Giulietta ama Romeo
Vo.M (z) — —A(p(g),x) (Il padre di Giulietta non ama i Montecchi;

Vy. ((32.A(y, 2) A =A(p(g), 2)) — ~A(p(9),v))
(Il padre di Giulietta non ama chi ama qualcuno che lui non ama.)

L’interpretazione M = (D; Mz, A% (i Phys 9m, Tm) consiste di

e un insieme D di individui;

e un sottoinsieme My di D, i Montecchi;

e una relazione A tra elementi di D, la relazione amare, che possiamo

pensare come 'insieme delle coppie (d1, ds) tali che d; ama ds;

e una funzione pp4 definita su D che associa ad ogni individuo suo padre;

e due elementi di G, gaq e raq (Giulietta e Romeo).

Vogliamo vedere a quali condizioni 'interpretazione M & un modello degli enun-
ciati 1-4.

1
2
3

. M= M(r) se e solo se ra € Mag;
. M A(g,r) se e solo se (gam, rm) € A

. M EVa.M(x) — —A(p(g), ) se e solo se per ogni assegnazione o e per
ogni elemento d € D vale

M E M(z) — ~A(p(g), z)[0f]



cioe M |= M(x)[cd] implica M = —~A(p(g), z)[cd]
cioe, dato che ol(z) = d, se d € My allora (prg(gam),d) € Ang;

cioe, ponendo p = pr(gm) (p € il padre di Giulietta in D), se vale d €
My allora la coppia (p,d) non sta in Aag;

cioe se d & un Montecchi, allora la coppia (p,d) non sta nella relazione
amare.

M Vy. ((32.A(y, 2) A —A(p(g), 2)) — —A(p(g), y)) se e solo se per ogni o
edognid; € D, siha M |= ((32.A(y, 2) A ~A(p(9), 2)) — ~A(p(9),)) [og'];
ciod se M = (32.A(y, 2) A ~A(p(9), 2))[oy] allora M = =A(p(g), y)[og*];

Yy Yy

cioe se per qualche dy € D vale M |= A(y, z) A ~A(p(g), 2)) [0+ 2] allora

non vale M | A(p(g),y)[vﬁl];

ciog, ponendo p = par(gm (il padre di Giulietta in D), se per qualche
dy € D vale M |= A(y, z)[o;*2] e non vale M |= A(p(g), z)[og*¢2] allora
la coppia (p, le (y)) non appartiene ad Ag;

cioe, dato che ag}’gz (y) =d1 = 051 (y) e JZ}Z’d?(z) = dg, se per qualche

dy € D vale (dy,da) € Ap e non vale (p,ds) € Axq allora la coppia (p, d1)
non appartiene ad A

(se qualche dy & amato da dy e non ¢ amato dal padre di Giulietta, allora
il padre di Giulietta non ama dy.)

Cio che & sorprendente in questo esercizio un poco ... fastidioso, & che si puo
ottenere un modello anche interpretando gli enunciati in modo molto diverso.

Poniamo 1'interpretazione N = (N; M}\/, Ajgv;p}\/;g/\/, ra) dove

e l'insieme N ¢ l'insieme dei numeri naturali {1,2,...};

e il sottoinsieme My, di N sono i numeri pari minori di 20, (i Montecchi);
e la relazione Apr & la relazione < tra numeri naturali (la relazione amare);
o gv =1 ery =2 (Giulietta e Romeo).

e una funzione pps definita su N che associ ad 1 il numero 19 (padre di n);

Allora abbiamo

1.
2.
3.

2 ¢ un numero pari minore di 20; (Romeo é un Montecchi);
1 & minore di 2 (Giulietta ama Romeo);

tutti i numeri pari minori di 20 non sono maggiori di 19
(1l padre di Giulietta non ama i Montecchi);

tutti i numeri minori di qualche numero minore di 19 sono minori di 19;
(Il padre di Giulietta non ama chi ama qualcuno che lui non ama.)

In questo modello Romeo non ama Giulietta, ma questo fatto non e detto dagli
enunciati 1-4. Certamente in questo modello il padre di Giulietta non ama
Giulietta.



