Esercitazioni di Analisi Matematica 1

Dott. Marco Caliari

a.a. 2005-2006

Queste sono le esercitazioni del corso di Analisi Matematica I per i Corsi
di Laurea in Informatica Multimediale/Matematica Applicata presso 1'Uni-
versita degli Studi di Verona nell’anno accademico 2005-2006.

Molto probabilmente contengono sviste e/o errori.



Indice

1 Funzioni goniometriche inverse

‘2 Estremantﬂ

‘3 Successioni
4 Limiti
‘5 Ancora limiti

6 Serie

7 Continuita

8 Derivat&

‘9 Teoremi del calcolo differenzialeJ

10 Integrali indefiniti

11 Integrali definiti

11

20

32

37

45

50

57

69

75



1 Funzioni goniometriche inverse

1.1 Esercizio

Ricordando che sin(7/2 — y) = cos(y), dato x € [—1, 1], calcolare

arcsin  + arccos x

1.1.1 Risoluzione

Per I'identita ricordata, si ha
. (T
sin <§ — arccos :E) = cos(arccos(zr)) = x

e dunque
T .
5 —AIccosT = arcsingz.

1.2 Esercizio

Calcolare

arctanx + arctan —, x #0
x

1.2.1 Risoluzione
Poniamo y = arctan x, da cui tany = z. Dunque

l_cosy_sim(w/Q—y)_an7T el
x_siny_cos(yr/g_y)—t (/2 —y) = tan(—7/2 — y).

Se x > 0, allora y € (0,7/2) e 7/2 —y € (0,7/2): dunque arctan(l/x) =
7/2 — vy, da cui arctanx + arctan(l/z) = w/2. Se invece z < 0, allora
y € (—7/2,0) e —w/2 —y € (—7/2,0): dunque arctan(l/x) = —7w/2 —y, da
cui arctan x + arctan(l/z) = —m/2.

1.3 Esercizio

Quanto vale sin(arccos x)?

1.3.1 Risoluzione

Poniamo y = arccos x: allora y ¢ un angolo del primo o del secondo quadrante
che ha x per coseno. Dunque ¢ un angolo con seno positivo che vale /1 — 2.

Quindi siny = sin(arccos x) = v/1 — 22.
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1.4 Esercizio

Quanto vale cos(arcsin x)?

1.4.1 Risoluzione

Analogamente, cos(arcsinz) = /1 — z2.

1.5 Esercizio

Posto T, (x) = cos(narccosx), mostrare che vale la seguente relazione di
ricorrenza:

Toi1(x) = 22T, (x) — T4 (x), To(x) =1, Ti(x) ==

e dedurre che T,(x) ¢ un polinomio di grado n (chiamato polinomio di
Chebyshev di prima specie di grado n).

1.5.1 Risoluzione

Si ha
To(x) = cos(0) = 1, Ti(x) = cos(arccosx) = x.

Per la relazione di ricorrenza basta applicare le formule di addizione e di
sottrazione del coseno a

T,+1(x) = cos(narccos x + arccos ), T),—1(x) = cos(n arccos x — arccos x).

Poiché Ty(x) e Ti(x) sono polinomi, per la relazione di riccorrenza T, (z) &
un polinomio (di grado n).

1.6 Esercizio

Calcolare cos(2 arccos(1/3)).

1.6.1 Risoluzione

Facile. Risulta —7/9.



2 Estremanti

Nei seguenti esercizi, gli estremi superiori ed inferiori si intendono in R =
R U {400, —o0}, se non specificato diversamente.

2.1 Esercizio

Trovare, se esistono, massimo, estremo superiore, minimo ed estremo inferiore
dell'insieme {1/n, n € N, n # 0}.

2.1.1 Risoluzione

Poiché 1/(n+ 1) < 1/n, il massimo (e quindi Iestremo superiore) ¢ 1/1 = 1.
Poiché l'estremo inferiore non ¢ negativo (perché?), supponiamo, per assurdo,
che sia ¢ > 0. Allora, basta prendere n > 1/¢ e si ha 1/n < e: assurdo.
Dunque I'estremo inferiore & 0. Poiché non esiste n tale che 1/n = 0, I'insieme
non ha minimo.

2.2 Esercizio

Trovare, se esistono, massimo, estremo superiore, minimo ed estremo inferiore

dell'insieme {1/n—1/(n+1), n € N, n # 0}.

2.2.1 Risoluzione
I/n—1/(n+1)>1/(n+1)—1/(n+2)

e dunque il massimo ¢ 1/2 (n = 1) e l'estremo inferiore 0. Se, per assurdo,
fosse € > 0, basta prendere n > 1/4/c: allora 1/n < /eel/(n+1)<1/n<

Ve e dunque
1 1

<€
n n—+1

Alternativamente, basta prendere n > 1/¢, da cui

1 1

— < < €.
nn+1) n c

2.3 Esercizio

Trovare, se esistono, massimo, estremo superiore, minimo ed estremo inferiore
dell'insieme {1/(n+1) — 1/n, n € N, n # 0}.



2.3.1 Risoluzione

E l'insieme opposto a quello precedente.

2.4 Esercizio
Trovare, se esistono, massimo, estremo superiore, minimo ed estremo inferiore

dell’insieme delle soluzioni z € Q di

2 =5
>0
1—a24 —

2.4.1 Risoluzione

Il segno del numeratore ¢ 22 —5 > 0 per z < —v/5 0 > /5, mentre il segno
del denominatore ¢ 1 —z* = (1 — 2?)(1 + 2?) > 0 per -1 <z < 1

—/5 ~1 1 V5
2 -5+ ° — - — o
1—z*| - — o + o -— -
— ° + o — o + ° —

Dunque l'insieme delle soluzioni ¢ {z, z € Q, —v/5 < 2 < —1, oppure 1 <
z < \/5} Gli estremi inferiore e superiore sono —/5 e v/5. Mostriamo che
I'estremo superiore non puod essere 1 = ny.7973 ... < \/5: se cosi fosse, per
assurdo, considero & = (n + v/5)/2 = &.&€3. ... Questo & un numero reale
maggiore di 1 e quindi avra una cifra (diciamo &;) maggiore della cifra ;.
Allora il numero &;.& ... &; € un numero razionale maggiore di 7 e minore di

£ < /5.

2.5 Esercizio

Trovare, se esistono, i massimi, i minimi, gli estremi superiori e gli estremi
inferiori in N, Z, Q e R dell’insieme delle soluzioni x appartenenti rispettiva-
mente a N, Z, Q e R di

22 <2

2.5.1 Risoluzione

In N: 1,0,1,0. In Z: 1,-1,1,-1. In Q: non esiste, non esiste, non esiste, non
esiste. In R: non esiste, non esiste, v/2, —v/2.



2.6 Esercizio

Qual & il piu grande numero che dista da 3 meno che da 77

2.6.1 Risoluzione

5 e l'estremo superiore dei numeri che hanno tale caratteristica.

2.7 Esercizio

Risolvere, il piu velocemente possibile, la seguente disequazione:

|z — 1| > |z — 3|

2.7.1 Risoluzione

Si tratta di trovare i numeri che distano da 1 pit che da 3: sono i numeri
maggiori di 2. Si puo risolvere elevando entrambi i membri al quadrato (sono
positivi) o separando i vari casi.

2.8 Esercizio

Trovare, se esistono, massimo, estremo superiore, minimo ed estremo inferiore
dell’insieme [0,1) N Q.

2.8.1 Risoluzione

non esiste, 1, 0, 0. 7 < 1 non puo essere estremo superiore: sia 1 =

0.mma... < 1, e sia 7; la prima cifra minore di 9 (se 7; = 9 per ogni i,

allora n = 1). Alloran < 0.mn2...n;—1(n; + 1) < 1 e appartiene a [0,1) N Q.
Il fattoche 7 = 0.9 = 0.99... = 1 si vede cosi: 102 =9.99...e10x—x =9

da cui x = 1.

2.9 Esercizio

Trovare, se esistono, massimo, estremo superiore, minimo ed estremo inferiore
dell’insieme {n/vn?+1, n € Z}.

2.9.1 Risoluzione

E facile dimostrare che
T T
1 < 2
3+ 1 3 +1




se x1,T9 € R, 21 < x9 (vale la disuguaglianza inversa per il quadrato degli
inversi). Poi chiaramente

n
— <1
' ViZ 1 ‘
Supponiamo, per assurdo, che I’estremo superiore sia minore di 1, cioe 1/4/1 + ¢,
e > 0. Allora basta prendere n > 1/y/c esihan/vn? + 1> 1/y/1 + ¢: assur-
do. Dunque I'estremo superiore e 1 e I'estremo inferiore, con un ragionamento
analogo, ¢ —1.

2.10 Esercizio

Dimostrare che gli insiemi {n/vn?+ 1, n=2m, m € Z}e{n/vn®>+1, n=
2m + 1, m € Z} sono disgiunti ed hanno gli stessi estremi superiori ed
inferiori.

2.10.1 Risoluzione

Basta osservare che

n - n+1 - n—+2
VR2+1l  /(n+12+1  /(n+2)2+1

Gli estremi superiori ed inferiori sono rispettivamente 1 e -1.

2.11 Esercizio

Trovare, tra tutti i rettangoli di ugual area k2, quello di perimetro minimo.

2.11.1 Risoluzione
La soluzione si basa sulla seguente disuguaglianza:

x;—yzw/x, z,y >0

(la media aritmetica non ¢ inferiore alla media geometrica), ove il segno di
uguaglianza vale se e solo se x = y. Tale disuguaglianza si dimostra facilmente
(esercizio) a partire da

(x—y)*=0

Dunque, chiamando z e y i lati di un rettangolo si ha che il perimetro 2p ¢
uguale a 2(x +y). Ma 2(z +y) > 4,/ry = 4k e vale il segno di uguaglianza
se e solo se x = y = k. Dunque il rettangolo richiesto ¢ il quadrato di lato k.



2.12 Esercizio

Trovare, tra tuttii triangoli rettangoli con somma dei cateti costante e uguale
a 2k, quello di area massima e quello di area minima.

2.12.1 Risoluzione

Analogamente al precedente, ’area ¢ massima quando /Ty € massimo, cioe
quando & uguale a (z + y)/2 = k, cioé per x = y = k. Il triangolo di area
minima e quello degenere con z = 2k e y = 0.

2.13 Esercizio

Trovare i punti appartenenti alla circonferenza 22 +y? = 1 con prodotto delle
coordinate massimo.

2.13.1 Risoluzione

Basta osservare che (x — y)? > 0 e vale 'uguaglianza se e solo se x = .
Dunque z2 + y? > 2zy. Quindi il prodotto delle coordinate non supera 1/2
ed & massimo per x = y. Dunque x =y = v/2/2 oppure v = y = —/2/2.

2.14 Esercizio

Per quale valore di m € R il prodotto delle soluzioni x1, s € R di
(m—-1D2>+2(1—m)x+(2-m)=0, m#1

¢ massimo?

2.14.1 Risoluzione

Dato un polinomio ax? + bx + ¢, a # 0, che ammette due radici reali z; e w9,
si ha
ar® +bx +c = a(zr — 21)(x — 13).

Dunque il prodotto delle radici € ¢/a mentre la somma ¢ —b/a. Nell’equazione
di partenza, la somma delle radici vale 2 e quindi il prodotto € massimo

quando le radici sono uguali, cioe ;1 = x5 = 1. Poiché il prodotto vale
1=(2-m)/(m—1),si ham=3/2.



2.15 Esercizio
Per quali valori di m € R I'equazione
22— (mP+m+2)r+1=0

non ammette due soluzioni entrambe positive?

2.15.1 Risoluzione

Chiaramente non ci sono soluzioni nulle. Se le soluzioni x1, x5 fossero en-
trambe positive, soddisferebbero (z; + x2) > 2./Z 22, cioe m?4+m+2> 2.
Quindi per m®+m+2 < 2 le soluzioni non possono essere entrambe positive.
Quindi, per m < 0 non ci sono due soluzioni entrambe positive.
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3 Successioni

3.1 Binomio di Newton

Sara utile, nel seguito, la seguente formula, detta formula del binomio di
Newton, valida per ogni a,b € R

(a+0b)" = zn: (Z) a" FuF,

k=0

<Z> - k!(nni I =) k' el

ove

3.2 Esercizio

Verificare la formula del binomio di Newton per n =1, 2, 3.

3.3 Disuguaglianza di Bernoulli
Sex>—-leneN,n>1,siha

(1+2)">14nx

3.3.1 Dimostrazione

Ovvio per x = —1. Per induzione: per n = 1 e ovvia. Supponiamo sia
vera per n, vogliamo dimostrare che e vera anche per n + 1: moltiplichiamo
entrambi i membri per 1 4 z (fattore maggiore di 0) ed otteniamo

(1+2)"" > (1 +nz)(1+2)

(14+2)"™ > 1+ 2+ nz + na’

(1+2)"™ > 14 (n+ 1)z + na?

ed essendo na? > 0siha (1+z)"" > 1+ (n+ Dz +n2? > 1+ (n+ 1)z

3.4 Disugualgianza aritmetico-geometrica

Se x1,Ta,...,x, > 0, allora

T+ 2o+ ...+ Ty
n

> xy Ty,

(la media aritmetica non ¢ inferiore alla media geometrica), ove il segno di
uguaglianza vale se e solo se 1 =19 = ... = x,.
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3.5 Esercizio
Dati n numeri x1, x,, ..., 2, € R, dire qual e piu grande tra

22:1 Tk
n

2

2 p 27
n

3.6 Sul numero di Nepero

=)

& monotona crescente e superiormente limitata (quindi ha limite finito). Per

dimostrare che
1 n 1 n+1
(1 + —) < (1 + )
n n+1

si noti che, presi 1 =29 = ... =2, = 1+ 1/n e x,1; = 1, si ha, per la
disuguaglianza aritmetico-geometrica,

La successione

T+ 2o+ A2t n(1+1/n)+1 n+2

= = > /Ty - Ty Tl =
n+1 n+1 n+1 VoL T2 il
:n+1 (1+l)n
n
mentre se 11 =Ty = ... =T,p1 =1+ 1/(n+1) si ha

T+ T+ Ayt (D)0 +1/(n+1) n+2 " 1
n+ 1 B n+1 S n+1

Per dimostrare la limitatezza, occorre prima dimostrare che

(-3

¢ una successione monotona decrescente (sempre usando la disuguaglianza
aritmetico-geometrica, esercizio). Poi si osserva che

1\" 1\" 1\"
0<<1+—) -(1——) :<1——2) <1, n>1
n n n
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e dunque

1\" 1\ "
0<(1+—) <(1——) , n>1.
n n

Per n >2siha (1+1/n)">2epern=6siha (1 —1/n)"" < 3, dunque
1 n
2 < <1+—) <3, n>2
n

3.7 Esercizio

Completare la risoluzione dell’esercizio [3.6.

3.8 Esercizio

Qual & pin grande tra n"™t e (n+1)", n € N, n > 0?

3.8.1 Risoluzione

Si ha . .
(n+1) — n+1 ,l: 1_}_1 l
nntl n n n n

che ¢ minore di 1 per n > 2. Dunque n"*! > (n + 1)" per n > 2.

3.9 Esercizio

Dimostrare, per induzione, che se |z| < 1, z € R, allora

2" <1
per ogni n € N.
3.9.1 Risoluzione
Per n =1 & ovvio. Se |2"]| < 1, allora |2" ™| = |2" - x| = [2"| 2] < 1.

3.10 Esercizio

Dimostrare che, se 0 < z < 1, allora

lim 2" =0
n—-4o00
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3.10.1 Risoluzione

Per x = 0 ¢ ovvio. La successione ¢ monotona decrescente e limitata. Dunque
converge all’estremo inferiore. Se, per assurdo, il limite fosse € > 0, basta
prendere n > log, €, da cui log, 2™ > log_ € e quindi 2" < e: assurdo.

3.11 Esercizio

Dimostrare che, se |z| < 1, allora

lim z" =0

n—-+4oo
3.11.1 Risoluzione
lim |2"|= lim |z|" =0
n—-+00 n—-+4o0o
e dunque
lim z" =0.
n—-4oo
3.12 Esercizio
Dimostrare che
lim v/n = 400
n—-+4oo

3.12.1 Risoluzione

Se, per assurdo, il limite fosse M € R, M > 0, basta prendere n > M?, e
risulta v/n > M: assurdo.

3.13 Esercizio

Dimostrare che

al variare di p € R, p > 0.

3.13.1 Risoluzione

Se, per assurdo, il limite fosse £ > 0, basta prendere n > (1/£)'/? e risulta
1/nP < e: assurdo.
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3.14 Esercizio

Dimostrare che

lim Vn=1

n—-4o00

3.14.1 Risoluzione
Poniamo z,, = {/n — 1. Allora z,, > 0 (perché?) e si ha

n=1+z,)"> wxi
L’ultimo termine e il termine corrispondente a k = 2 nella sommatoria della
formula del binomio di Newton 3.1 per (1 + z,,)". Essendo x,, non negativo,
ogni elemento della sommatoria & non negativo e dunque il binomio (1+ z,,)"
e maggiore o uguale ad ogni addendo della sommatoria. Dalla disequazione
scritta si ricava

2

ngng 9
n—1

n > 2.

Per il teorema dei due carabinieri, z,, — 0 per n — 4o0.

3.15 Esercizio
Dimostrare che

lim ¢/p=1, p>0

n—-4oo

3.15.1 Risoluzione

Se p > 1, esiste n € N, n > p e dunque
1< /p<n

e si conclude per il teorema dei due carabinieri. Se 0 < p < 1, allora

1
li op= li =1.
A V=
p
3.16 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
n*+1

lim
n—+oo n2 + 1

al variare di @ € R, a > 0.
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3.16.1 Risoluzione
Si ha
n*+1 no‘(l—i-l) . n®

lim 5 = lim "f = lim —
n—+oo N2 + 1 n—+4o0o N2 (1 + W) n—4oco M

che vale +oosea>2, 1sea=2e0se a<2.

3.17 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

. </ T 1)
lim n 1+——4/1——
n—-400 n n

3.17.1 Risoluzione

Occorre razionalizzare:

lim n<\/1+l—\/1—l) = lim n<\/1+l—\/1—l)-
n—-+4o0o n n n—+00 n n

(L+3)-(-3)

ik i
2
= lim =1

VTRV

3.18 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim /347"

n—-+00
3.18.1 Risoluzione
Si ha
ligl_l V3T = ligl_l 74 (%) +1=7
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3.19 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim /3" + (1 — (—=1)")7"

n—-—+o00

3.20 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim {/(1 — cos(mn))3™ + 7"

n—-4o00

3.21 Esercizio
Dimostrare che

lim V/n! = 400

n—-+o00

3.21.1 Risoluzione

Basta dimostrare che v/n! > y/n. Supponiamo n pari, n = 2m: occorre

dimostrare che n! > n™? = n™. Osserviamo che
nl=n-1-[(n—1)-2]-...-[(m+1)-m]
m t;;mini
n"=n-n-...'n
—_—
m termini

Dunque basta dimostrare che (n—k)-(1+k) >n, k=0,...,m—1 (semplice
esercizio).
Supponiamo ora n dispari, n = 2m + 1: occorre dimostrare che n!
V/n-n™. Procedendo in modo analogo, rimane da dimostrare che m + 1
2m + 1 (semplice esercizio).

>
>

3.22 Esercizio

Completare la risoluzione dell’esercizio [3.21.

3.23 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite



3.23.1 Risoluzione

Si ha, per n > 1,

1 1\"
l-—<{l-=) <1
n n

la prima disuguaglianza per la disuguaglianza di Bernoulli [3.3] la seconda
ovvia. E dunque, per il teorema dei due carabinieri, il limite vale 1.

3.24 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

3.24.1 Risoluzione

Dall’esercizio (3.6, sappiamo che tale limite esiste finito (perché?). Basta

calcolare .
lim Kl + 1) (1 - E)}
n—+400 n n

Calcolare, se esiste, il limite

3.25 Esercizio

3.25.1 Risoluzione
Si ha

) \" ) 1\ " ) 1 1
lm (1+—) = lim [(1+4+ — = lim ——m=7=e
n——oo n m—-+0o0 —m m—-+0o0 ( — —> p

3.26 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

. (n+1)n
lim
n—+oo \ 1 + 2

18



3.26.1 Risoluzione
Si ha

1\" 2) —1\" 1\
i (7L o (ORI o [ (1
n—+oo \ 1 + 2 n—+oco n+ 2 n—+oco n+2

da cui si ottiene che il limite cercato vale e™!.

3.27 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

log(n + 1)
n—+oo  logn

3.27.1 Risoluzione

Si ha
1 1
fim log(n + 1) — im log [n (14 1)] — lim logn +log (14 1) _1
n—too  logn n—-+00 logn n—-+00 logn

3.28 Esercizio

Determinare, se esiste, il valore del limite

2 2
) a\/ln n—+lnn
lim 5
n—+oo N+ 1

al variare dia € R, a > 0

3.28.1 Risoluzione

Per 0 < a <1 e facile. Altrimenti,

2 2 . . .
qVIn"ntlnn alnn v 14+1/(21nn) 61nn \/1+1/(2lnn)Ina

lm —— = lim = lim =

n—+00 n?+1 n—-+00 n2 N—+00 n2
— lim n /14+1/(2Inn)lna—2
n—-+00

e dunque il valore del limite ¢ 0 se Ina < 2 e +00 se Ina > 2. Se Ina = 2
(cioe a = €?), si tratta di determinare il valore di

hm 6<2\/%_2> Inn

n—-+o0o

Razionalizzando I'esponente, si trova che il limite vale /e.
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4 Limiti
4.1 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim —, a>1

n—+oo N

4.1.1 Risoluzione

Poniamo z = y/a — 1. Per la disuguaglianza di Bernoulli (3.3,

(Va)" = (1+2)" > 1+nz >nx

e dunque
a”  n?z? 9
—_— > =nc
n n
da cui
n
lim — = +o0.
n—-+oo N
4.2 Esercizio
Dimostrare che .
lim — =400, a>1
n—-4+oo N

seguendo la dimostrazione dell’Esercizio 3.14.

4.3 Esercizio
Dimostrare che

lim — =400, a>1
r——+00 I

4.3.1 Risoluzione

Dato z > 1, definiamo parte intera di x (e la indichiamo con [z] oppure |z])
il numero intero piu vicino a x e tale che [z] < z. Allora si ha

1< 2 <2 0<z—[2]<1
]
e inoltre
al@l _ a”
lim — = lim — =+
r—+00 [J}] n—+oo N



Consideriamo adesso la funzione

aZ’

T @]l
f@) ==, =

[a]

Per le disuguaglianze viste, si ha
1
1-§<f(a:)§a-1.

Dunque,
T

lim — =400
r——+00 I

altrimenti, per > M, si avrebbe f(z) < 1/2.

4.4 Esercizio

Calcolare, se esistono, i limiti

lim sin(nm)
n—+0oo

lim sin(x7)
T——+00

4.4.1 Risoluzione

La successione {sin(nm)}, ¢ una successione che vale costantemente 0 e
dunque il suo limite ¢ 0. Il secondo limite invece non esiste, poiché preso
comunque M, esiste x > M con [sin(zm) — ¢| > 1/2, qualunque sia ¢ € R.

4.5 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite
n xr

. a . a
lm —= lim —, a>1,p>0
n—-+oo NP r—4o00 P
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4.5.1 Risoluzione

Poniamo y = a'/®*Y — 1. Per la disuguaglianza di Bernoulli 3.3,

(@) = (14 )" > 14y > ny

e dunque
n p+1, p+1
a vy nyp+1
np np
da cui
an
lim — =40
n—-+oo NP

4.6 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite
N
lim s a>1,¢>0 p>0

r——+00 I

4.6.1 Risoluzione

Poniamo y = gx. Allora

al® ay a¥
lim — = lim —— = lim ¢’— = +o0.
r——+00 xp Yy——+00 (y/q)p Yy——+00 yp

4.7 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

log x
lim e , a>1
T——+00 €T
4.7.1 Risoluzione
Poniamo y = log, x. Allora
1
lim —2a® _ m L _o,
T—+00 €T y—+oo a¥
4.8 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
log x
lim =8 51 ¢g>0
r—400 x4
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4.8.1 Risoluzione

Poniamo y = log, . Allora

log, x Y
lim 2 = lim = =0.
z—+oo x4 y——+oo q9Y

4.9 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

1 p
lim (%7 50, g5 0

T—400 x4

4.9.1 Risoluzione

Poniamo y = log, x. Allora

lo p P
T Uy T
T—+00 xd y—+oo q?Y

4.10 Limiti particolari

Si possono dimostrare i seguenti limiti

a
lim — =0, a€eR
n—-+oo n!
|
) n!
lim — =0
n—-+oo N
da cui
n!
lim — =400, a€R
n—+oo Q"
n
lim — =400
n—+too !
4.11 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
e —n?

n—-+oo nd — nl
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4.11.1 Risoluzione

Si ha

im =" — Lm i
n—-+oo NG — n! n—-+oo pl (n_' —1
n!

e — n? e"(l—:—j)zo‘
)

4.12 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

nl_l)IJ’I_loo log, 3" — log, n™/?
4.12.1 Risoluzione
Si ha .
. n_ 79/2 _ 7 —
nl_l}r_"l_loo log, 3" — logyn'"/* = nEElOO log, T~ +00.

4.13 Esercizio

Dimostrare che

lim zlog,z =0, a>1
z—0t

4.13.1 Risoluzione

Poniamo y = — log, x. Allora

lim zlog,z = lim a™¥-(—y)=0.
Jim zlog,z = lim a™-(-y)=0

4.14 Esercizio

Data f: R\ {0} = R, f(z) =
limite

sin(m’c
™ )

lim f(x)

z—0

—

con o € R e ¢ > 0, dimostrare che il

vale 0 per a < 0 e non esiste per a > 0.
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4.14.1 Risoluzione

Se a < 0 si ha
0< |27+ [sin(z™)| < [=7*] - 1

e si conclude per il teorema dei due carabinieri. Se invece o > 0, considerando
. (1/¢) A/e) |
le successioni {z, }, = (=) e {yntn = <ﬁ7r/2> , si ha che

lim z, = lim 4, =0

lim f(z,) =0 # lim f(y) = .

4.15 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

I sin(nx)
]' )

z—0 sinx
al variare di n € N.
4.15.1 Risoluzione
Si ha _ '

sin(nx sin(nz) =z
limyzlimny - =n.
z—0 SInx z—0 nx s x
4.16 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
. sin(nx

i ‘( )

z—1 SN
al variare di n € N.
4.16.1 Risoluzione
Poniamo y = x — 7. Se n & pari, allora

sin(nx sin si
o ) _ o sin(ny + o) singg)
e—m  sinw y—0 sin(y + ) y—0 —siny

Se n e dispari, allora
. sin(nz)
lim =n

z—7m  SINT

(esercizio).
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4.17 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

4.17.1 Risoluzione

Moltiplicando numeratore e denominatore per 1 + cosz si ha

1—-cosx 1 —cos?z . sin? 1

lim —— o gy S Oy ST 2
e S IEI%)$2(1+COS]}) :clg%)x?(l—i-cosx) 2

4.18 Esercizio (altre forme indeterminate)

Dall’'uguaglianza
f(x)g(u’v) — 9(@)log f()

si deduca che le seguenti forme di limite
o, 00, 1%

sono indeterminate.

4.18.1 Risoluzione

Nel prodotto g(x)log f(x) sono indeterminate le forme di limite 0- oo (da cui
oc? e 0°) e 0o - 0 (da cui 1%°).

4.19 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim 2z
z—0t

4.19.1 Risoluzione

Si ha
lim 2% = lim e*'°8% = 1,
z—0t z—0t
4.20 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
lim 2"

z—0t
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4.20.1 Risoluzione
Si ha

. xT . xT
lim 2% = lim % '°8% = ().
z—0t z—0t

4.21 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

4.21.1 Risoluzione
Si ha

. . x
lim (2%)° = lim e®'°8"" =1,
z—0+ z—0+

4.22 Esercizio

Dimostrare che la funzione logaritmo non e una funzione polinomiale.

4.22.1 Risoluzione

Se, per assurdo, fosse una funzione polinomiale, chiamiamo n il suo grado.
Poiché lim, . logz = 400 si ha n > 0 e poiché lim, ., (logz)/x = 0 si
ha n < 1: assurdo.

4.23 Esercizio

Dimostrare che la funzione logaritmo non & una funzione razionale (cioe
rapporto di polinomi).

4.23.1 Risoluzione

Se, per assurdo, fosse una funzione razionale, chiamiamo n ed m rispet-
tivamente il grado del numeratore e del denominatore. Dovrebbe essere
contemporaneamente n > m e n < m + 1: assurdo.

4.24 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim logzlog(1 — z)

z—0t
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4.24.1 Risoluzione

Poniamo y = —z. Si ha

lim logzlog(l —z) = lim (ylog(—y)) <M) = 0.

z—0t y—0~ Yy

4.25 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite
3
i VEZ VT
e Y3 = e
4.25.1 Risoluzione

Raccogliere y/x al numeratore e +/x al denominatore. Risulta +oo.

4.26 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

3
lim Y~ VT

r—0t+ Y — \5/5
4.26.1 Risoluzione

Raccogliere /x al numeratore e /2 al denominatore. Risulta 0.

4.27 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite
!
lim e=
z—0

4.27.1 Risoluzione

Non esiste, in quanto il limite destro e il limite sinistro sono differenti.

4.28 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

’ log(1 + Ver* — 1)
im
z—0t v1—coszx
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4.28.1 Risoluzione
Si ha

log(1 + vVe*® — 1 log(1 + Ve — 1
lim og(l + ve ) = lim og(l + ve )x\/l +coszyVer —1 =
z—0+ v1—coszx =0t rsinxver — 1
I V1 + coszver —
= lim

= lim +/1-+cosz = V2.
z—0t T z—0t

4.29 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

z—1 Jxr — 1
4.29.1 Risoluzione
Si ha \
~1 12+ Yo+
lim\,/_xizlimx vt VTt :§.
-1 Yr—1 a—1x—1 Va+1 2
4.30 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

fi /2!

im nmeN, nnm>0, n#m
x—>17<7‘/5—1’ b ) ) ) #

4.31 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim 2%/(1=®)

r—1
4.32 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

log x

z—1gx — 1
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4.32.1 Risoluzione
Poniamo y = x — 1. Si ha

log x log(y + 1)

lim = lim =1.
r—1 1 — y—0 Yy
4.33 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
r—1
lim x
z—0+ T
4.33.1 Risoluzione
Si ha
) xw -1 ) exlogx -1
lim = lim ——— logx = —o0.
z—0t T z—0+ xlogx
4.34 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
. r—1 z+2
lim
z—oo \ & + 3
4.35 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
) 2 +1
lim
r——00 €x
4.35.1 Risoluzione
Si ha
2+ 1 x2(1+z—12) || 1+#
im Y~ = lim ~+——— " — lim —Y © — _
r— —00 x T——00 x r——00 xXr
4.36 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
. 24sind
lim L
z—0t T



4.36.1 Risoluzione

Si ha
2+ siné

1 3
- < <z
x x x

e si conclude, per il teorema dei due carabinieri, che il limite vale +o0.

4.37 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

1
lim 8 g <<
T——+00 €T

4.37.1 Risoluzione
Poniamo y = log, x. Si ha

1

lim —2% = fim L = lim 2 =o.
x—+oo I y——oo qY Yy——00 (%) Yy

4.38 Esercizio

Chiaramente
lim /x =0
z—0t
e dunque
lim+\/5-\/x+1: lim 0-vz+1=0
z—0 z—0
ma la deduzione
. Vr+uw . O+x
lim = lim =1
z—0t T z—0t xT

¢ sbagliata. Dire perché e calcolare quest’ultimo limite.

31



5 Ancora limiti

5.1 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

zll)rél+ log zlog(1 — z)

5.1.1 Risoluzione
Poniamo y = —z. Si ha

log(1
lim logzlog(1l —z) = lim (ylog(—y)) <M) =0.
z—0t y—0— y

5.2 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
3
i YE—VE
e Va = o
5.2.1 Risoluzione

Raccogliere y/x al numeratore e +/x al denominatore. Risulta +oo.

5.3 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

3
lim Y~ VT

r—0+ Y — \5/5
5.3.1 Risoluzione

Raccogliere /x al numeratore e /2 al denominatore. Risulta 0.

5.4 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite

. 1
lime=

z—0
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5.4.1 Risoluzione

Non esiste, in quanto il limite destro e il limite sinistro sono differenti.

5.5 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

, log(1 + Ver* — 1)
im
z—0t V1 —-coszx

5.5.1 Risoluzione
Si ha
| 1++vVer” —1 | 1++vVer” —1
lim og(l + Ve ) = lim og(l + Ve )x\/l +coszyVer —1 =
20+ V1 —=cosx a—0t  gsinzver — 1

val Ver® —
= lim teosave = lim +/1-+cosz

z—0t T z—>0+

_j

5.6 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

z—1 Jxr —1

5.6.1 Risoluzione
Si ha \
—1 —1vVx2+ 3 1
limL:limx vt VTt
el Yr—1 a—1x—1  Jr+1

3
=5

5.7 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

VT —1
th

n,meN, nm >0, n#m
e—1 Yr —1

5.7.1 Risoluzione

Poniamo y = "%/z. Allora si ha

Vo —1 m—1 —1)(ym™ 1 m=2 4 ... 1
i V2L Y g YD YAy ) m
-1 W —1 y=lgyn—1 41 (y— 1)yt +y"2+...+y+1) n
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5.8 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

lim 2%/(1-®)

r—1

5.8.1 Risoluzione
Poniamo y = x — 1. Si ha

log T —(l+y) 10g(;+y)

. _ . . .
lim 2%/0=%) = lim eT-2 =lime
z—1 rz—1 y—0

5.9 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

. logx
lim
z—1x — 1
5.9.1 Risoluzione
Poniamo y = x — 1. Si ha
1 1 1
lim (087 _ 08D
rz—1 1 — y—0 Yy
5.10 Esercizio
Calcolare, se esiste, il limite
T 1
lim x
z—0t T
5.10.1 Risoluzione
Si ha
) xz -1 ) ezlogz 1
lim = lim logx = —o0
z—0t T z—0+ xlogx

5.11 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

r—1 z+2
lim ( )
z—oo \ & + 3



5.11.1 Risoluzione

Si ha

r—1 z+2 r+3-3—-1 z+2 4 z+3\ z+3
lim =lm|{——— = lim 1+
z—oo \ T + 3 T—00 x+3 T—00 r+ 3

5.12 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

T——00 €T

5.12.1 Risoluzione

Si ha
. Va4l . \/932<1+z_12) el
lm —= lim ————= lim —— = —1.
T——00 €T T——00 T T——00 T

5.13 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

. 2+4sind
lim —2%
z—0t T
5.13.1 Risoluzione
Si ha
1 2 + sin + 3
T T T

e si conclude, per il teorema dei due carabinieri, che il limite vale +o0.

5.14 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

log x
lim —22% o<1
T——+00 €T
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5.14.1 Risoluzione

Poniamo y = log, z. Si ha

log, x
lim ol _ lim J_ lim L_ =0
r—+o0 I y——oo qY Yy——00 (%) Yy

5.15 Esercizio

Chiaramente

lim /x =0

z—0t

e dunque

lim vz -V +1= lirg+0-\/x+1:O

z—0t

ma la deduzione 0
lim VIt = lim T

z—0+ T z—0t T

=1

¢ sbagliata. Dire perché e calcolare quest’ultimo limite.

5.15.1 Risoluzione
Si ha

. Vr+zw . VT
lim = lim —
z—0t xT r—0t T \/7
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6 Serie

6.1 Esercizio

Calcolare, se esiste,

6.1.1 Risoluzione

Si ha

n=1

Per inciso,

6.2 Esercizio

Dire se la serie

e convergente.

6.2.1 Risoluzione

Si ha

ZWZ%(E)

n=1

1
n—1/2

1
> —
n

9@(%)”_1):9(17_

e dunque la serie € maggiorante della serie armonica e quindi diverge.

6.3 Esercizio

Dire se la serie

e convergente.

(e}
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6.3.1 Risoluzione

Si ha

00 oo 1 00 1 100
Zn+100 :Z E:;E_Z_

e il termine a destra diverge.

6.4 Esercizio

Dire se la serie

Z 1
— 2n+1
¢ convergente.

6.4.1 Risoluzione
Si ha

- 1 1 1
; n+1__zn+1/2>2;n+1_§<1+z )

=2

e dunque diverge.

6.5 Esercizio

Dire se la serie

Y Vn+1-vn
n=1
e convergente.

6.5.1 Risoluzione

I termine generale & infinitesimo (esercizio), ma la serie non converge. La
ridotta m-esima ¢ s,,, = vm +1 — 1.
6.6 Esercizio
Dire se la serie

[e.e]

Z 1—cosn

n2
n=1

e convergente.
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6.6.1 Risoluzione

Si ha

e dunque la serie converge.

6.7 Esercizio
Dire se la serie
o0
1
Z <1 — COS —)
n=1 n
converge.

6.7.1 Risoluzione

Usando il criterio di asintoticita, si ha

. l—cos(l/n) 1
nEIJIrloo 1/n? T2

(vedi Esercizio 4.17) e dunque la serie (a termini non negativi) converge
perché converge la serie Y o 1/n%

6.8 Esercizio

Dire se la serie

> (/n-1)r

e convergente.

6.8.1 Risoluzione

Usando il criterio della radice si vede subito la convergenza.

6.9 Esercizio

Dimostrare che la serie -

S (s

n
n=1

converge.
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6.9.1 Risoluzione

Per poter uare il criterio di Leibniz, basta verificare la descrescenza del

modulo del termine generale. Si ha

log(n + 1) - logn
n+1

che ¢ vero per n > 2 (vedi Esercizio 3.8).

6.10 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

(e} n

X
>

n=0

al variare di x € R.

6.10.1 Risoluzione

Usando il criterio del rapporto per la serie dei valori assoluti, si ha

n+1

et o AN

w0 Jan] o (o DIl noe 1

per qualunque x € R. Dunque la serie converge per qualunque x € R. Si ha

inoltre
n

exp(a) = ¢* = Tim (14%) f:x
Xp\r) =€ = 11m - = —_— .
P Y—+00 Yy n!

n=0

6.11 Esercizio
Calcolare, se esiste,

lim nsin(27-e-n!)
n—+0o0

6.11.1 Risoluzione (traccia)

Si usi il fatto che

Q

Il
?E‘_ —

I
N| —

=1
RPN
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6.12 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

o0

PRI

n=1

al variare di x € R.

6.12.1 Risoluzione

Usando il criterio del rapporto per la serie dei valori assoluti, si ha

S e I L : n
lim = lim — = lim |z
n—+too |a,| n—+too n + 1 || n—+oo N+ 1

= |l

Dunque per |z| < 1 la serie converge assolutamente. Per z < —1 la serie
diverge (a —00). Per x > 1 la serie non converge, perché il termine generale
non ¢ infinitesimo (e di segno alterno). Per x = 1, la serie diventa la serie
armonica a termini di segno alterno (e dunque converge) e per z = —1 la serie
diventa l'opposto della serie armonica (e dunque diverge a —oo). Inoltre, per
—1 <z <1siha

oo

n xn
log(1 +z) = Z(—l) HF
n=1

(in particolare, la serie armonica a termini di segno alterno converge a log 2).

6.13 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

0 . x2n+l
Z(_1> 9 1
n=0 n+

al variare di z € R.

6.13.1 Risoluzione

Usando il criterio del rapporto per la serie dei valori assoluti e facile vedere
che la serie converge assolutamente per |z| < 1. Poi se |z| > 1, la serie
non converge (il termine generale non ¢ infinitesimo e di segno alterno). Se
|z| =1 la serie converge per il criterio di Leibniz. Inoltre, per |z| < 1, si ha

0 p2ntl
arctan r = g (=1)"
— 2n+1
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e, in particolare,

6.14 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

al variare di « € R.

6.14.1 Risoluzione

Usando il criterio del rapporto per la serie dei valori assoluti, si ha

|| (n+ 1)t nl|z|” (n+1)(n+1)"n! (n+1)»  (1+4H)™
Dunque
lim [tn 1] = m
n—+oo |an| e

e quindi la serie ¢ assolutamente convergente se |x| < e. Se x > e la serie
diverge (perché il termine generale, positivo, non ¢ infinitesimo) mentre se
x < —e non converge (perché il termine generale non ¢ infinitesimo e di
segno alterno). Se |z| = e, si ha |a,41] > |a,| (perché?) e dunque il termine
generale non ¢ infinitesimo e quindi la serie diverge se x = e e non converge
se x = —e.

6.15 Esercizio

Calcolare, se esiste, il limite

6.15.1 Risoluzione

Poniamo x,, = n! (%)n per quanto visto nell’Esercizio 6.14, si ha x,.1 > x,
e

. Tn+41
lim

n—-4o0o Tn

>q>1

dunque il limite vale +oc.
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6.16 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie
> TLQI
>
n=1

al variare di z € R.

6.16.1 Risoluzione

Usando il criterio della radice per la serie dei valori assoluti si ha

n _ n2gx _ n2z I/TL _ _nx
1”/ ‘an‘ fry (& n+a:2 fry (& n+z2 = e n+a:2‘

Dunque

lim {/|a,| =e"
n—-—+00

e quindi la serie & assolutamente convergente per z > 0 e divergente (perché
a termini positivi) per z < 0. Per z = 0, diverge.

6.17 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

o0
g nz"
n=1

al variare di z € R.

6.17.1 Risoluzione

Usando il criterio della radice per la serie dei valori assoluti si ha

. . +o00 sex#0
lim {/n"|z]" = lim n|z| =

n
n—-+00 | n—-+00 0 sex =0

e dunque se x = 0 la serie converge assolutamente, altrimenti diverge se x > 0
e non converge se x < 0.
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6.18 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

> n+1
2n

al variare di z € R.

6.18.1 Risoluzione

Usando il criterio del rapporto per la serie dei valori assoluti, e facile vedere
che
lim ‘a'n-i-l‘

n—-+o0o

= |z +2]|.

||
Dunque, la serie converge assolutamente per |z + 2| < 1, diverge per z+2 > 1
e non converge per r + 2 < —1. Se x + 2 = 1, la serie diventa

“n+1
Zn2+1

n=0

e il suo termine generale ¢ dello stesso ordine di 1/n per n — +o0 (esercizio) e
dunque diverge. Se invece x+2 = —1, basta osservare che il termine generale
¢ infinitesimo e che il suo valore assoluto & decrescente (basta osservare che
il rapporto tra un termine e il successivo ¢ maggiore di 1): dunque la serie
converge per il criterio di Leibniz.

6.19 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

(e}

y e
n+1,n
vt 4rtle

al variare di x € R.

6.20 Esercizio

Descrivere il comportamento della serie

Z<n

n=1 + n%) (2x + 11)2n+1

=

al variare di x € R.
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7 Continuita

7.1 Definizione

La domanda “la funzione f(z) & continua?” significa “la funzione f: D — R,
ove D ¢ il suo dominio di definizione, ¢ continua?”.

7.2 Esercizio

La funzione f(z) = 1/x & continua?

7.2.1 Risoluzione

Si, perché ¢ continua nel suo dominio di definizione R \ {0}.

7.3 Esercizio

La funzione

0 T =

f() = {1/x x#0

¢ continua?

7.3.1 Risoluzione

No, perché
liy f(a) = 00 # /(0) = 0.

7.4 Esercizio

Supponiamo che f sia una funzione reale definita su R che soddisfi

lim[f(x+h)— f(x —h)] =0

h—0

per ogni x € R. Questo implica che f & continua?

7.4.1 Risoluzione

No, basta considerare

0 ==

f(x)={1 v
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7.5 Esercizio

La funzione continua f: R\ {0} — R definita da f(z) = sin(1/z) puo essere
estesa ad una funzione continua su R (esiste cioe g: R — R continua che,
ristretta a R\ {0} — R, coincide con f)?

7.5.1 Risoluzione

No, perché non esiste lim, .o f(x).

7.6 Esercizio

La funzione (1
sin(1/x) 40

0 z=0

¢ continua?

7.6.1 Risoluzione

Si, perché

7.7 Esercizio

Per quali valori di a € R la funzione

e —1
x #0
fe) = 7

2 rx=20
¢ continua?
7.7.1 Risoluzione
Poiché

liné flz)=a

(esercizio), la funzione & continua per a = 2.
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7.8 Esercizio

Per quali valori di a € R la funzione

sin(sin x)
=4 = 7
a’ —1 x=0

¢ continua?

7.8.1 Risoluzione

Poiché o o _
sin(sinz) . sin(sinx)sinz
im ————= = lim — =1
z—0 X z—0  SInx x

la funzione & continua per a®> — 1 = 1, cioe a = +/2.

7.9 Esercizio

Per quali valori di a € R la funzione

flz) = 2z vl

r—a’+2a x>0

¢ continua?

7.9.1 Risoluzione

La funzione vale —a? + 2a in 0 e tale ¢ il limite destro verso 0. Il limite
sinistro ¢

. et —e " o efr—=141—¢€" Coef—1 e *-—-1
lim ——— = lim = lim + =1.
z—0~ 2.23 z—0~ 2.23 z—0~ 2.T 2(—.73)

Dunque la funzione & continua per —a? + 2a = 1, cio¢ a = 1.

7.10 Funzioni iperboliche

La funzione

) e’ —e
sinhx =
2
si chiama seno iperbolico. La funzione
ex + e—x
coshx =
2

si chiama coseno iperbolico.
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1. Mostrare che cosh?z — sinh?z = 1;
2. calcolare la funzione inversa di sinh: R — R;
3. calcolare la funzione inversa di cosh: [0, +00) — [1,4+00);

4. calcolare

. sinhz . 1—coshzx
lim , l 5
z—0 x x—0 x
7.10.1 Risoluzione
1. Facile;
2. poniamo
B et —e’ "
=7
Allora
" ———2y=0
da cui
e* — 2" —1 =10
e quindi
e =ytVy2+1
da cui

r=log(y +vy*>+1)
r =log(y +Vy*—1)

3. analogamente,

4. Facili.

7.11 Esercizio

Risolvere I'equazione
sinhx + coshx =1

7.11.1 Risoluzione

Con il cambio di variabile X = coshz, Y = sinh z, si ha

Y+X=1
X?2-Y?=1

la cui soluzione ¢ X =1, Y =0, cioe x = 0.
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7.12 Esercizio
Sia f: R — N continua e sia f(0) = 2. Quanto vale f(1/3)?

7.12.1 Risoluzione

Vale 2. Infatti f deve essere la funzione costante f(z) = 2. Se cosi non fosse,
supponiamo, per assurdo, f(a) # f(b), con a # b. Allora dovrebbe essere

f(la,b]) 2 [f(a), f(b)] ma f(]a,b]) C N per ipotesi, mentre [f(a), f(b)] ¢ un

intervallo reale.

7.13 Esercizio
Dimostrare che 1’equazione
20° +3x—-3=0

ha una ed una sola soluzione reale.

7.13.1 Risoluzione

La funzione f(z) = 2z® + 3x — 3 ¢ continua e vale —3 in 0 e 2 in 1. Dunque
ha sicuramente uno zero in [0, 1]. Poi, per z < 0, & negativa (e dunque non
puo avere altri zeri) e per > 0 & chiaramente crescente. Dunque ha un solo
zero in [0, 1].
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8 Derivate

8.1 Esercizio

Calcolare la derivata di

8.1.1 Risoluzione

Si ha
f(x) _ e:clog(l—i—l/:c)

e dunque

zlo . 1 1 1
f/(x> —e 1g(1+1/ ) . <10g< + E) +x. 1 +§ . (_;)) =
1\* 1 1
—(1+=2) (log(14+=) =
( +x) (og( +x) 1+z

8.2 Esercizio

—_

Calcolare la derivata di
f(z) = |z
8.2.1 Risoluzione

Siha f(z) =ax perz >0e f(x) = —x per x < 0 e dunque

-1 x <0 0
f'(z) = < non esiste z=0 = {sgnm v

non esiste x =10
1 x>0

8.3 Esercizio
Data f: R — R con f": R — R, cosa si puo dire di D |f(x)|?

8.3.1 Risoluzione

L’idea & che la derivata vale sgn f(x) - f'(x). In realta, occorre considerare
separatamente in punti in cui f(z) = 0. Dunque si ha

sgn f(x) - f'(x)  flz) #0
D|f(z)l =40 fl@)=0e f'(z)=0
non esiste f(x)y=0e f'(z) #0
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8.4 Esercizio

Calcolare la derivata di

f(z) =log,z, a>0,a#1

8.4.1 Risoluzione

Si ha
log x
log, z =
loga
e dunque
1
/ —
fla) = xloga
8.5 Esercizio
Calcolare la derivata di
f(z) = log|z|
8.5.1 Risoluzione
Si ha .
4 e
fla) =

8.6 Esercizio

Calcolare la derivata di

8.6.1 Risoluzione

Si ha .
fi(x) = =
T
8.7 Esercizio
Data la funzione
fa) = VT=7

dire per quali punti x € R e derivabile.
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8.7.1 Risoluzione

La funzione ha per dominio R. La derivata e

2z

T ==5a oy

che non esiste per x = +1.

8.8 Esercizio

Data la funzione

f(x) =+cosz —1

dire per quali punti x € R e derivabile.

8.9 Esercizio

Data la funzione

f(z) = arcsin (1 sz)

dire per quali punti x € R e derivabile.

8.9.1 Risoluzione

La funzione ha per dominio R (perche?). La derivata &

) = 1 -2z 1+a? -2 —2x
1 (1@ Varirad 122 pvaia (+a?)

T (1+z22)?
La derivata ¢ definita per x # 0. Per z = 0 si ha

lim f'(z) =v2,  lim f'(z) = —v2

z—0~

e dunque la derivata destra e la derivata sinistra esistono ma sono diverse,
quindi la funzione non & derivabile in z = 0.

8.10 Esercizio

Calcolare la derivata di



8.10.1 Risoluzione

E facile verificare che f(z) & una funzione continua (vedi Esercizio [7.6) e

che g(z) = sin2 — L cos i coincide con f'(z) per x # 0. Per z = 0, si pud

considerare il limite del rapporto incrementale
(O+h)singz —0  hsint

lim = lim h — lim sin —
h—0 h, h—0 h h—0 h

che non esiste. Dunque f(z) ¢ derivabile per x # 0 e la sua derivata vale
g(x) (in particolare, f’(z) € una funzione continua).
Osservando che g(z) non ¢ definita in z = 0 e che

lim g(x)

rz—0

non esiste, si poteva concludere che f'(z) non esiste per x = 07 No, vedi
I’Esercizio 8.11.

8.11 Esercizio

Calcolare la derivata di

0 T =

f(a) = {:ﬁsin% r#0

8.11.1 Risoluzione

E facile verificare che f(x) & una funzione continua e che g(z) = 2z sin = —
cos < (funzione non definita in = 0 e che non ammette limite in z = 0)
coincide con f’(z) per x # 0. Per z = 0, si puo considerare il limite del
rapporto incrementale

0+ h)?sin = — 0 h?sin 1
lim( ) Oth = lim h lim hsin— =0
h—0 h h—0 h—0 h
e dunque
g(@) x#0
") —
o= { o2

Si noti che la derivata di f(z) non ¢ una funzione continua.
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8.12 Esercizio

Discutere continuita, derivabilita e continuita della derivata per la funzione

B xo‘sin% x#0
o=

con « parametro reale non negativo.

8.13 Esercizio

Dimostrare che se
lim f'(z) =(¢€R

T—x0
allora f'(x¢) = ¢.
8.13.1 Risoluzione
Dal teorema del valor medio
z) — f(z
r — 2o

con £ compreso tra x e xy. Si conclude passando al limite per x — x.
Da quanto visto nei tre esercizi precedenti, non e vero che se non esiste il
limite
lim f'(z)

T—T0

allora non esiste f'(x).

8.14 Esercizio

Dimostrare che la funzione

1
f(z) = arctan z + arctan —
T

¢ costante a tratti (vedi Esercizio

8.14.1 Risoluzione

La funzione ha per dominio R\ {0} e la derivata vale 0 in tutto il dominio.
Dunque la funzione ¢ costante in {z : z < 0} e vale f(—=1) = —7/2 ¢ in
{z:2>0}evale f(1) =7/2.
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8.15 Esercizio

Data la serie dipendente da x € R

> T
Z(n—i—l'

n=0

3

1. dimostrare che converge assolutamente per ogni z € R;

2. dimostrare che coincide con la funzione
et —1

p(r) = x
1 sex =20

sex #0

3. supponendo di sapere che la derivata di ¢(z) coincide con la derivata
della serie (fatta termine a termine), dimostrare che la derivata della
serie converge assolutamente per ogni x e che

et —e +1
2

se x #0

- sex =0

8.15.1 Risoluzione
1. Facile (vedi Esercizio [6.10);

2. banale se x = 0, altrimenti basta osservare che

o0

xz n—l—l Zn' Z——l—e—l

n=0

3. facile;

8.16 Esercizio
Calcolare, se esistono, le seguenti derivate:
e D (log(log(log x)))

e D <1og(‘/\/E))

.D( nsmx) nEN
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o (v5)

o D (emz)

o D (xlogm>

e D (sin(z'87))

e D ((sinx)®s®)
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9 Teoremi del calcolo differenziale

9.1 Esercizio

Studiare la funzione ]
sin 2x

T =1

e tracciarne un grafico approssimativo.

9.1.1 Risoluzione

L’insieme di definizione ¢ R\ {—7/2 4 2km, k € Z} La funzione ¢ periodica
di periodo 27: basta studiarla nell’intervallo [0, 27).

La funzione interseca 'asse x = 01in (0,0) e 'asse y = 0in {(k7/2,0), k =
0,1,2}

Il numeratore ¢ non negativo per 2knm < 2x < 7 + 2kw, dunque per
kr < x < 7/2+ km, mentre il denominatore ¢ sempre positivo (nell’insieme
di definizione). Dunque f(z) >0 per 0 <z <7w/2enm <z < 371/2

La derivata prima e
2(1 — sin? x — sin z)

f'(x) =

ed e definita in tutto l'insieme di definizione. Essa si annulla per sinz =
(V5 — 1)/2. Posto ¢ = arcsin ((v5 —1)/2) (£ € [-7/2,7/2]), la derivata
prima si annulla per x = £ e x = 7 — £. Inoltre la derivata prima ¢ non
negativa per (—v/5 —1)/2 < sinz < (v/5 —1)/2, cioe per 0 < z < € o
m— & < x < 27. Dunque la funzione f(x) & crescente per 0 < x < &,
T—¢(<x<3r/2e3n/2 <x<2r Inz=E¢ceun massimo relativo e in
xr =1 — £ un minimo relativo.
Si ha poi

1+sinx

sin 2z , sin(2y + 3m) . —sin(2y)
im ———— = lim , = lim ——— =
e—3r/2 1 +sine  y—01+sin(y +37/2) y—0 1 —cosy
—2siny cosy(1 + cosy) I —2cosy(1 + cosy)
m

= lim 5 =1 -
y—0 1 —cos?y y—0 sin y

Cio ¢ sufficiente per ottenere il grafico in Figurall.

9.2 Esercizio

Studiare la funzione
f(z) = /223 + 2)

e tracciarne un grafico approssimativo.
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sqrt((x**B-Z)/x)‘
X

X

Figura 1: f(z) = sin2z/(1 + sinz)

9.2.1 Risoluzione

L’insieme di definizione ¢ R.
La funzione interseca 'asse x = 0 in (0,0) e 'asse y = 0in (0,0) e (=3, 0).
La funzione e non negativa quando 3 + x > 0, cioe z > —3.
I limiti a +00 e —o0 valgono rispettivamente 400 e —oo. Poiché

3/,
lim _f(x) = lim vreTy (3 —i—x) =
xr—+o0 x r—+00 X

1=me R\ {0}
esiste un asintoto obliquo di equazione y = mx + ¢, ove

¢g= lim f(z)—mzx= lirf V234 x) —x =

r—+00 r—+o00

_ m (VPB T —a). (3 x2(3+$)> + 2{/2%(3 + ) + 2? )

e (s/xz 3+:c> + 2223+ 1) + 22

. 2(3+x)—x3
= thI:l
o OO<\‘/9:23+:E> +x/x?(3 4 x) + 22

La derivata prima ¢

() =

=1

r(24+2) 24z
(VaGrn) ViBter
e non e definita per x = —3 e = 0, ove si ha

1111_13 f'(z) = +o0, lir% f'(z) = o0
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Inoltre la derivata prima & nulla per = —2 e non negativa per 2z + 22 > 0,
cioe per x < =2 (z # —3) o x > 0 e dunque li la funzione ¢ crescente. In
xr = —2 ¢’¢ un massimo relativo, in 0 un minimo relativo.

La derivata seconda e

f(z) = (z(3+ x)z)_% — %(2 + ) (z(3+ 1))
2
(34 x)/x(3+ x)?
ed & non negativa per 3 + z < 0, cioé x < —3. Dunque la funzione f(z) ¢

convessa per r < —3.
Cio e sufficiente per ottenere il grafico in Figura 2.

ol

(2+2)+z-2-3+42) =

15

10

10 L L
-10 -5 0 5 10

Figura 2: f(z) = ¢/2%(3+ z) e asintoto y = = + 1

9.3 Esercizio

Studiare le funzioni

flz)=vVad -2z+1
flx) =2 — Va3 -1
fla) = o (@ - 1)*
xlogx
fa) =T
f(z) =log ‘log(m2 — 1)}
f(z) =2" (siassuma f: (0,+0c0) — R)
f(z) = cosx — cos2x
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e tracciarne un grafico approssimativo.

9.4 Sviluppi di Taylor

Alcuni sviluppi di Taylor attorno al punto 0:

xn
ez:1+x+...+g+o(a:")

z? Lz
log(l4+z)=2——=—+...+ (=1)"""— + o(z")

2 n
! L+x+...+2" +o(z")
= x4+ ... +z2"+o(x
1—=2
ala—1)-...-(a—n+1
l1+z)*=14ar+...+ ( ) n'( )x"+0(x”)
) .733 . x2n+l. ont2
smx:x—g—i—...—i—(—l) (2n—|—1)!+0($ )
‘T2 nxzn 2n+1
cosle—a%—...—i-(—l) (2n)!+0(x )
23
tanx:x+§—|—0(m4)
23
arcsinx:xjtg—i—o(x‘l)
3
arccos r = g —z— % + o(z*)
23 L2+
t — - _1\n 2n+2
arctan = — — + + ( )2n+1+0(££ )

9.5 Regole per il calcolo dei limiti

Diciamo che f & equivalente a g per x — xy (f ~ g) se

lim M =1.
=0 g(x)
Nel calcolo di limiti, ogni fattore puo essere sostituito con uno equivalente.
Notare che ogni funzione e equivalente ad una qualunque troncata del suo
sviluppo di Taylor.
Seueo(f)eveo(g) (per x — 1), allora

o L0 0 )
e—zo g(z) +v(x) 2=z g(T)
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9.6 Esercizio

Calcolare il limite
tan(2z)

z—0 sin(3x)

9.6.1 Risoluzione

Si ha
tan(2z) . 2r 2

: =lim — = -
=0 sin(3z) 2—03z 3
che non ¢ altro che un modo veloce di scrivere

tan(2r) I sin(2r) 1 3w2x 2

+—0 sin(3z)  @—0 cos(2z) sin(3z) 22 3z 3

9.7 Esercizio

Calcolare il limite

Si ha

9.8 Esercizio

Calcolare il limite
. (1 —cosx)sin®z
lim

z—0  x3log(l + x)

9.8.1 Risoluzione

Si ha
fim (1 — cos x)sin’ x i 22/2 - 2? 1
=0  x3log(1l + x) 20 3.1 2

9.9 Esercizio

Calcolare il limite




9.9.1 Risoluzione

Si ha

, 1 1 . sine—x . —23/6
lim | — — — =lim —— = lim 5 =0
=0\ x sinzx z—0 rsinx z—0 I

9.10 Esercizio

Calcolare il limite

) 1 1 o osin?x — 22
lim T 2 = lim T o2
z—0 \ T sin‘ x z—0 x“sin”x

9.10.1 Risoluzione

Dasinz = 2 — 23/6 + o(x*) si ricava sin®z — 2% = —2?/3 + o(2?) e dunque
sin?  — 2 —x1/3 1
lim 57— = lim — —=
z—0 x?sin‘x e—0 I 3

9.11 Esercizio

Calcolare il limite ,
. e —1— 2% +1log(l+ 2?)
lim -
z—0 SINT — X

9.11.1 Risoluzione

Si ha e = 1+ 2% + 2*/2 4+ o(z*), log(1 + 23) = 2* + o(2?) e sinz — 2 =

—23/6 + o(x*) da cui

lim e —1 —.xz +log(1 + 23) — lim 21/2 4+ o(z*) + 23 + o(23) — lim 3 + o(2?) _ g
2—0 sinx — x 2—0 —x3/6 + o(z3) 2—0 —13/6 + o(23)

Cosa succede se si prende ¢ = 1+ 2% + o(22)?

9.12 Esercizio

Calcolare il limite
o ef—=1—-x
lim ——
z—0 .T2
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9.12.1 Risoluzione

Applicando la regola di de ’'Hopital, si ha

I e —1—=x i et —1 1
1M ——— = 111N = —
z—0 x2 z—0 21 2

9.13 Esercizio

Calcolare il limite
lim e+ Jog(1 + )

z—(=1)*

9.13.1 Risoluzione
Si ha

, : _ _ logy
T o) =l oy = iy 8

da cui, applicando la regola di de I’'Hopital

1 1
lim ——8Y i /Y — lim ——2 _ —

oo e =y 20— R T

9.14 Esercizio

Calcolare il limite
. 6sinz — 6z + 2°
lim

z—0  x?(tanx — x)

9.14.1 Risoluzione

Si ha
6sinx — 6z + 22 . 6sinz — 6z + 22
im = lim
z—0 z2(tanx — ) z—0 x?-23/3

da cui applicando varie volte la regola di de I’'Hopital (o considerando lo
sviluppo di sin x) si ottiene
6sinx — 62 + 2° 3

I .
20 a2 x3/3 20

9.15 Esercizio

Calcolare il limite .
lim <— + log x)
z—0t+ \ T
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9.15.1 Risoluzione

Si ha ) . |
lim (— —|—logx) = lim St roex

z—0t \ & x—01 T
e poiché zlogx ¢ infinitesimo per x — 0 (vedi Esercizio [4.13), il limite vale

+00.

9.16 Esercizio

Calcolare, se esistono, i seguenti limiti ([log = In = log,])

1
lim (:E — 2% log <1 + —))
r——+00 X

. . cos T
lim (sin 32 + cos x) sinw

Tr—

1\*
lim (x tan —)
r——+00 T

V1 — coszlog ||

lim -
20~ 1 — |z[sine
. 2—23 -1z
lim —
=0 log (sm T+ 1)
V2 —r—Vi3—=
lim
2—0- log(cos x)
esin2 T+ e

20 log (7 - tan?z + 1)

o V1idaz—-1
hmi

z—0 3% —x — 1

9.17 Metodo di Newton

Supponiamo che f sia due volte derivabile in [a,b], f(a) < 0, f(b) > 0,
flx) >0 >0e0 < f"(r) < M per ogni x € [a,b]. Sia £ I'unico punto
(perché unico?) di (a,b) nel quale f(£) = 0. Siscelga z; € (£,b) e definiamo
la successione {z,} (chiamata metodo di Newton per il calcolo di &):

— f(zn)
Tnt+l = Tn F(@n) (1)

1. La si interpreti geometricamente in termini di tangente al grafico di f;
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2. si provi che z, 11 < xp, Tpe1 >E €

lim x, =¢
n—-+o0o

3. ci si serva del teorema di Taylor per dimostrare che

f"(tn)

e A2
Tn+1 5 2f,('rn) (l’n 5)
per t, € (&, zn);
4. si deduca che -
20 [ M
0<Zpy1—&< Wi {2—5@1 —f)]

9.17.1 Risoluzione

1. Interpretazione geometrica

P b

= -~
k=
=

’
,
,
/
/
,
,

,

,
\/& Tnt1
I

2. per induzione: poiché x; > &, f(x1) > 0 e dunque xo = x1—f(21)/f'(z1) <
x1. Poi, per il teorema di Lagrange del valor medio,

f(@1) = f(&) = f'(n) (21 =€), n € (§21)
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da cui

fla)
oy TS
Poiché f’ & strettamente crescente, f(z1)/f (n) > f(z1)/f' (z1) e dun-
que
_ f(z1)
—T9g = —T1 + f’(.Tl) < —f

Supponiamo ora che z,, < x,_1 e x, > & Vogliamo dimostrare che
Tpi1 < Tp € Tyep > € (siripete il ragionamento di sopra). Per quanto
riguarda il limite, poiché la successione {x,} & monotona decrescente e
limitata dal basso da &, essa ha sicuramente limite, diciamo . Passando
al limite nell’equazione (1), si ha

f()
()

(f e f’ sono continue, perché?) da cui f(v) = 0. Poiché f ha un unico
punto in cui si annulla, deve essere v = £.

1
F(&) = fan) + f/(@n) (€ — 20) + §f”(tn)(€ - xn)2
e si conclude con qualche semplice passaggio.

. per induzione:

O0<ay—¢€<

= ) = 20 {M

2
= 2—5(% - )]
per ipotesi e per i punti precedenti. Supponiamo ora che

2n—1

20 | M
_f< 0|2 _
Per il punto precedente

M
< = _£)2
0<Zp1—§< 25($n £)

M [(25\*[M 2
0<pp—E< 55 <2M) {2—5(% — 5)]

da cui
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9.18 Esercizio

Completare la risoluzione dell’esercizio 9.17.
Adattare 'esercizio all’ipotesi —M < f” < 0.
Cosa succede se f” =07

9.19 Esercizio

Sapendo che 1.4 < v/2 < 1.5, approssimare v/2 usando solo le 4 operazioni
fondamentali, con un errore minore di 10715,

9.20 Esercizio

Dimostrare che
flx+h)— f(z)
h

& un’approssimazione al primo ordine di f'(x).

9.20.1 Risoluzione

Considerando lo sviluppo in serie di Taylor di f(z + h) centrato in x
2

flo+ ) = F(@) + F@h+ 7€)

(sotto le ipotesi necessarie), si ricava

flz+h) - fz)
h

= @)+ €)% = 1) + Oh)

9.21 Esercizio

Dimostrare che
flx+h)— f(x—h)
2h

¢ un’approssimazione al secondo ordine di f'(x).

9.21.1 Risoluzione (traccia)

Basta considerare gli sviluppi in serie di Taylor (fino al terzo ordine) di f(z+
h) e f(x — h) centrati in x.
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9.22 Esercizio

Dimostrare che
fle+h)=2f(x) + flx —h)
12

& un’approssimazione al secondo ordine di f”(x).

9.22.1 Risoluzione (traccia)

Basta osservare che

flz+h) —2f(x) + f(x —p) L=l Jo-/Eh

h? h

ed usare l'esercizio precedente.
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10 Integrali indefiniti

10.1 Esercizio

Calcolare

2
/ dx
3z —1

10.1.1 Risoluzione

Si ha 5 5 9 5
/3x—1dx 3/3x—1d$ SOng | +e

10.2 Esercizio

Calcolare

2x
/3x — 1dx

10.2.1 Risoluzione
Si ha

2 2 —-1+1 2 1 2 2
/ T 4 —/udx:—/l—k dr = —z+=log |3z — 1|+¢

3r—1773 37— 1 3 30— 1 3%y

10.3 Esercizio

Calcolare
/ 2
2 — b +6

10.3.1 Risoluzione
Si ha

2 2 —2
/7d / + dr =2log |z — 3| —2log |z — 2|+ ¢

25546 ) z—-3" z-2

10.4 Esercizio

Calcolare

/ 3r+4
—  dz
2 —5r+6
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10.4.1 Risoluzione
Si ha

4 13 -1
/Ld /3+ 0 4o = 1310g | — 3| — 10log |z — 2| + ¢

25046 | z-3"z-2

10.5 Esercizio

Calcolare
2
—dzx
2 —4dx +4

10.5.1 Risoluzione

Si ha 5 5 5
/x2—4x—|—4dx:/(x—2)2dx:_as—2+C

10.6 Esercizio

Calcolare
2+ 3 d
2 —4x +4 .
10.6.1 Risoluzione
Si ha

27 + 3 2 7 7
/x2—4x—|—4x /x—2+(x—2)2x ogle =2 -5+

10.7 Esercizio

Calcolare .
—d
/ 22+ 22+ 2 v
10.7.1 Risoluzione

Si ha
1 1
/7d / ————dz =arctan(z + 1) + ¢

2ror+2 0 ) wr12+l
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10.8 Esercizio
Calcolare
/ 3r+6
—  dz
2 422 + 2
10.8.1 Risoluzione
Si ha
3r+6 x+2 3 [2(x+1)+2
— dz=3 )| ———dz == | —————dxr =
/x2+2x+2 ’ /(x+1)2+1 v 2/(33—1—1)2—1—1 v
_§/ 2(x+1) 2

2 (x+1)2+1+(x+1)2+1 .

3
=3 log(2® + 2z + 2) + 3arctan(z + 1) + ¢

10.9 Esercizio

Calcolare

/ 2 +x—2

dx
(22 4+ 22+ 2)(x — 2)
10.9.1 Risoluzione

Si esegue la scomposizione

2 +x—2 Ax + B C

(22 4+ 22+ 2)(x — 2) _x2+2x+2+x—2

10.10 Esercizio

Calcolare

1
/ dx
COS T

Moltiplicare numeratore e denominatore per cos x e poi eseguire la sostituzio-
ne y = sinz. Alternativamente, eseguire subito la sostituzione ¢t = tan(z/2),
da cui cosz = (1 —?)/(1 + ¢?). Il risultato ¢

1 1 1 |
/ dx:_log\m N

Ccos T 2 1—sinzx

10.10.1 Risoluzione
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10.11 Esercizio

Calcolare

1
/ ——dx
sin

10.11.1 Risoluzione

Usare l'identita

1 sin? 2+ cos? o

sin x 2 sin g cos g

oppure eseguire la sostituzione ¢ = tan(z/2), da cui sinx = 2t/(1 + ¢?). 1l
risultato e

1 sin %
——dz = log = +c
sinx S5
10.12 Esercizio
Calcolare
/ cos? zdx
10.12.1 Risoluzione
Usare 'indentita
1+ cos2z

0082 Tr =

2
oppure integrare per parti. Il risultato ¢

9 T  sin2w
do = - + +
/cos vdr = 3 1 c

10.13 Esercizio

Calcolare
/ sin® zdx

10.13.1 Risoluzione

Usare l'identita

3

sin® 2 = sin 2(1 — cos® z)

Il risultato &

cos®

/sin3xdx:—cosx+ +c
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10.14 Esercizio

Calcolare

/ V1 — 22dz

10.14.1 Risoluzione

Eseguire la sostituzione x = siny oppure x = cosy. Spiegare 'apparente
diversita dei risultati. Il risultato e
V1 —22 arcsinx xv1—122 arccoszw
/ V1 —22dr = +

2 5 +c= 5 — 5 +d

10.15 Esercizio

Calcolare

| 7=
x
r+1
10.15.1 Risoluzione
Eseguire la sostituzione vx + 1 = y. Il risultato e

T 2(z + 1)3/2
dr = ———+2vVr+1+c
Vo +1 3

10.16 Esercizio

Calcolare .
—dx
/ V1422
10.16.1 Risoluzione

Eseguire la sostituzione z = (e¥ — e~ ¥)/2. 1l risultato &

dz =log(x + V1+22)+c¢
/\/1+x2 8l )+

10.17 Esercizio

Calcolare

/\/1 + 22dz
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10.17.1 Risoluzione

Eseguire la sostituzione z = (e¥ — e~¥)/2. 1l risultato e

C

1 2 ] 1 2
/mdx:“ AL A L

10.18 Esercizio

Calcolare

/log xdz

Si ha logz = 1-logx e si integra per parti. Il risultato ¢

10.18.1 Risoluzione

/logxdx =zxlogr —x+c

10.19 Esercizio

Calcolare
/ V1 —22dx
per parti.
10.19.1 Risoluzione
Si ha
Vi—22=1-vV1— 22

10.20 Esercizio

Calcolare

/ V1+22de
per parti.

10.20.1 Risoluzione

Si ha
Vi+22=1-v1+ 22

e cl si serve dell’Esercizio 10.16

74



11 Integrali definiti

11.1 Area dell’ellisse

Calcolare I'area dell’ellisse di equazione

2?2
PR E
11.1.1 Risoluzione
Ricavando ;
Y= —+ /a2 — 22
a

si ha che 'area A dell’ellisse ¢

ap 7r/2b w/2
A:4-/ —\/a2—x2dx:4/ —\/@2—azsin2y-acosydy:4ab/ cos® ydy =
0o a o a 0

. w/2
2
(2 22)

_4 . —
5 1 = ab4—7la,b

0

11.2 Legge oraria per il moto rettilineo

Consideriamo un punto che si muove su una retta e siano s(t) la posizione
occupata dal punto (rispetto all’origine), v(t) la velocita del punto e a(t)
l'accelerazione del punto al tempo t. Chiaramente si ha s'(t) = v(t) e v'(t) =
a(t), da cui

t2 t2
s(ta) — s(ty) = / o(B)dE, lty) — v(ty) = / a(t)dt

t1 t1

La relazione = = s(t) si chiama legge oraria del moto.

11.3 Esercizio

Sia a(t) = te™" laccelerazione al tempo ¢ di un punto che si muove di moto
rettilineo e siano v(0) = 5 e s(0) = 3. Determinare la legge oraria del moto.

11.3.1 Risoluzione
Si ha



da cui v(t) = —e *(t + 1) + 6. Infine

11.4 Baricentro

Dato un segmento [a, b] di massa

M:/abdM:/abm(x)dx

(ove m(z) si chiama densita di massa), il suo baricentro € il punto

f; xdM fab xm(z)dz

B=
M fabm(a:)dx

11.5 Esercizio

Calcolare il baricentro di un segmento [a,b] con densita di massa costante
m(x) =m.

11.5.1 Risoluzione
Si ha

B fabxmdx B ngﬁ}b _b+a

f: mdz B max|} 2

a

11.6 Esercizio
Calcolare
/1 T, (2) Ty () q
———dx
-1 vV 1-— .T2
ove T,,(z) ¢ il polinomio di Chebyshev di grado n (vedi[1.5).

11.6.1 Risoluzione (traccia)

Eseguire il cambiamento di variabile arccosx = y e integrare due volte per
parti.
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11.7 Volume solidi di rotazione

Data f: [a,b] — R, f(z) > 0, consideriamo la regione di piano delimitata
dal grafico di f(z) e dalle rette x = a, x = b e y = 0. Il volume del solido
generato dalla rotazione attorno all’asse z di tale regione ¢ dato da

v=r [ (Gra

Data f: [a,b] — R, a > 0, consideriamo la regione di piano delimitata dal
grafico di f(z) e dalle rette x = a, x = b e y = 0. Il volume del solido di
rotazione delimitato dalla rotazione attorno all’asse y di tale regione ¢ dato
da

V= QW/bxf(x)dx

11.8 Esercizio

Calcolare i volumi degli ellissoidi che si ottengono facendo ruotare 'ellisse di
equazione
2 2
T Y
PR TR

rispettivamente attorno all’asse x e attorno all’asse y.

11.8.1 Risoluzione

Attorno all’asse z:

Attorno all’asse y: considerando la funzione y = bv/a?> — x%/a ristretta al
semipiano positivo delle z, la sua inversa ¢ z = a\/b?> — y?/b e pertanto il
volume e

b CL2 a2 y3 4
0

= —71a’b

3

0

Oppure si usa la formula

b
V= 27r/ xbva? — z?/adx
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11.9 Esercizio

Calcolare il volume del toro ottenuto dalla rotazione attorno all’asse y del
cerchio di raggio r e centro (R,0).

11.9.1 Risoluzione (traccia)

Si tratta di applicare la formula

R+r

V =2r zy/1— (z — R)?dx

R—r

11.10 Esercizio

Calcolare il volume della “clessidra” delimitata dalla rotazione attorno all’asse
y del grafico di arccos x.

11.10.1 Risoluzione (traccia)

Si tratta di applicare la formula

1
V = 27r/ x arccos rdz
0
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