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1. Sintassi del calcolo dei predi-
cati.

Sintassi. Un linguaggio del calcolo dei pred-
icati £L = (Pred, Const) consiste di

(1) un insieme di lettere predicative Pred
= {Pt, ...,P%m}, dove P & un simbolo
di predicato n;-ario (una espressione ‘“non-
saturata”, con n; “buchi”);

(2) un insieme di simboli di costante Const
= {c1,...,cp}

(3) un insieme infinito di variabili Var: {vg,v1,
..v;, ...} denotate con z, y, x;.

Termini. I termini del linguaggio sono definiti
dalla grammatica




Dunque un termine & una costante ¢ (termine
chiuso) o una variabile = (variabile libera).

Formule. Le formule del linguaggio sono
definite dalla grammatica

A'B = P"(t1,...,tn) | "A| AANB |
| AVB | A— B | Vo.A | 3z.A

Varianti. Se z € una variabile che non compare in A(x)
e A(z) risulta da A(x) sostituendo dovunque x con z,
allora le formule Vz.A(z) e Vz.A(z) [oppure Jz.A(x) €
dz.A(z)] sono varianti una dell’altra ed hanno lo stesso
significato.

L'operazione di sostituzione di un termine t per z Si
denota con A[t/x]; nell'effettuare una sostituzione se
t € una variabile y bisogna fare attenzione che non vi
siano quantificatori Vy o dy in A che possano ‘cat-
turare” la variabile y quando & sostituita per x.

Se una sottoformula B di A inizia con un tale quantifi-
catore Qy si sostituisce B con una variante, che inizia

con il quantificatore )z dove z non compare in A.



2. Semantica.

Una interpretazione M del linguaggio £ con-
siste di un dominio non vuoto D e di una
assegnazione () apg

e assegniamo ad ogni simbolo di predicato n-
ario P" in Pred una relazione n-aria Pj"\”’//l
[dati d1,...,d, € D, P}(dy,...,d,) = vero o falso;]

e ad ogni simbolo di costante ¢ in Const un
elemento cyq € D.

Come interpretiamo le formule atomiche? Se P(ci,...,cp)
e una formula chiusa, possiamo dire che

e P(c1,...,cn) €verain M, insimboli, M = P(ci1,...,¢p)
se e solo se Py (cipn,...,Cupm) = Vero [cioé quando gli
elementi che interpretano ci,...,c, appartengono alla
relazione che interpreta P].

Ma se P(x) contiene x libera, una interpretazione non
basta per interpretare P(x) perché non sappiamo a
quale elemento di D possa riferirsi la variabile x.

Se o0 : Var — D €& una assegnazione di ele-
menti di D alle variabili, allora diciamo che
una interpretazione M insieme ad una as-
segnazione o soddisfa P(x1,...,zn) quando
Py(o(xz1),...,0(xn)) = vero. in questo caso
scriviamo M, o = P.



Data una interpretazione M ed una asseg-
nazione o definiamo soddisfacibilita cosi.

1. M,o = P(¢1,...,¢n,21,-..,%n) S€ € SOlO se
PM(Clj\/h cee CnM,O'(xl), cee O‘(:Cm)) = Vvero,
2. M,o = (—A) se e solo se non M,o = A,
3. M,oco = (AANB) se esolose Mo = Ae
M, o = B;

4. M,oc = (AV B) se e solo se M |=,0A op-
pure M,oc = B (e similmente per I'implicazione);
5. M,o |= (dx.A(x)) se e solo se esiste un
d € D tale che per I'assegnazione ¢’ che as-
segna o'(z) = d e coincide con o sulle altre
variabili vale M, ¢’ = A(z);

6. M =,0(Vz.A(x)) se e solo se per ogni
d € D, per |'assegnazione ¢’ che assegna
o'(z) = d e coincide con o sulle altre vari-
abili vale M, o’ = A(x).

Una formula A si dice soddisfacibile [fal-
sificabile] se esiste una interpretazione M
ed una assegnazione o tale che M,0c = A
M, o = Al

A e valida [contraddittoria] se per ogni in-
terpretazione M ed ogni assegnazione o vale
M o= A [M,o &= Al



3. Esempio. Formalizziamo le seguenti
proposizioni.

Ci serve un linguaggio £ = (M1, A2 ¢ g,r)
un predicato M(xz) = x & un Montecchi, un predicato
A(x,y) = x ama y, tre nomi, ¢ = Capuleti padre, g =
Giulietta, r = Romeo.

1. Nessuno dei Montecchi & amato da Capuleti.
Vo.M (x) — —A(c, x)
2. Capuleti ama tutti coloro che sono amati da Giuli-
etta.
Vy.(A(g,y) = A(c,y))
3. Giulietta ama Romeo.
A(g,T)

4. Romeo & un Montecchi.

M(r).

Dimostriamo che da (1) - (4) segue una con-
traddizione:

Vo.M (x) — —A(c, x) Vy.(A(g,y) — A(c,y))
M(r) M(r) — =A(c, ) A(g,r) (A(g,r) — Alc, 1))
-A(e,7) A(e,r)

contraddizionel!



Consideriamo le seguenti proposizioni (1+4),
(2)-(4)
14. Qualcuno dei Montecchi non & amato da Ca-
puleti.
Jx.M(x) N —=A(c, x)
2. Capuleti ama tutti coloro che sono amati da Giuli-
etta.
Vy.(A(g,y) — A(c,y))

3. Giulietta ama Romeo.

A(g,r)
4. Romeo & un Montecchi.

M(r).
Costruiamo una interpretazione che le rende vere:
M = (D, Mam, Am, i, GMTM)
dove D = {c1,c2,ml,m2},
My = {m1,m2}, Ay = {(c2,m1), (cl,ml)},
cm =cl, gy = c2,rp = ml.
14 vera perché My (m2) A —Ap(cl,m2) & vera;
2. & vera perché Apy(c2,m1) — Ap(cl,ml) = vero
perché A(c1l,m1) = vero [il caso di Romeo!]; in tutti gli
altricasid € D,d # m1 abbiamo Ax(c2,d) — Anp(cl,d) =
vero perché A, (c2,d) = falso.;
3. Ap(c2,rl) =vero e 4. My(ml1) = vero.
Aiutarsi con un grafico!



