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Esercizio 1

(a) Costruisco la struttura di prova R per il sequente (A* ® BY) 3 C+,(C®B)® A

X
X
| X |
A B+ C B
Ate Bt ct C®B A
(At@BLYynCt (C®B)B A

(AL@BY®R L (C®B)F A

Verifico se R € una struttura di prova in MLL™ disegnando i quattro D-R grafi:

m
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Tutti e quattro i grafi sono aciclici e connessi, quindi R € una struttura di prova in MLL™.
(b) Costruisco due derivazioni d; e ds nel calcolo dei sequenti per MLL™ tali che (d1)™ =R = (d2)™:
e derivazione d;

=CtC = B,B*t

= C+,C®B,B*+ ®
= A AL ~BLCLCc®B
= At®BLHCt.C®B, A
= (At®BH)RCL,C®B, A
= (At®@BLHY3CL,(CeB)B A
e derivazione do
= A At = B' B
= A, At ®B+. B .

= Ct,C = B, At®BL A
=CL,C®B,At®B A
= At®BLCL,C®B,A
= (Ale@Bh)®CL C®B,A
= (At@BH)BCL(C®B)B A

®

(c) Costruisco la struttura di prova R’ per il sequente (A+ % BL)® CL, (C® B)% A

X
X
| X |
At Bt C B
At Bt ct C®B A
AtxBheC (C®B)N A

(A'3BYHYy®CH (C®B)F A

Verifico se R’ & una struttura di prova in MLL™ e in MLL™ + Mix. Disegno i D-R grafi:

N

AL Bt ¢t C B A
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®

Il grafo non ¢ aciclico, pertanto R’ non & una struttura di prova né in MLL™ né in MLL™ + Mix.

(d) Costruisco la struttura di prova R” per il sequente (A2 BY)®@ C+,(C 3 B)® A



X
| X |
A B+ C B
Al Bt ct C3B A
(At BYHYyeC (C®B)X A

(A3 BLHYy®Ct (C®B)F A

Verifico se R” & una struttura di prova in MLL™ e in MLL™ + Mix. Disegno i D-R grafi:

N

AL 1 CL C B A

®

In grafo ¢ aciclico ma non ¢ connesso. R” non ¢ una struttura di prova in MLL™. Verifico se & una
struttura di prova in MLL~™ + Mix:
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At L+ ¢t C B A A+ Bt ¢+ C B A
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AJ_ 1 CJ_ C B A AJ_ BJ_ CJ_ C B
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ALt B+ ¢t C B A Al pBL ¢t C B A
(@/ \@/

AL Bt ¢t ¢ B A
(@)/

Tutti i grafi sono aciclici. Segue che R” & una struttura di prova per MLL™ + Mix.
(e) Costruisco due derivazioni dg e d4 nel calcolo dei sequenti per MLL™ tali che (d3)” = R"” = (d4) :
e derivazione ds

= A At = B,Bt

~aalpp M
= B, A, AL BL 2
= B,A At %3 B+ 3 = Ct,C
= B, A, (A*3BYHY®C,C ®
= (AL BYHY®C,C, B, A
= (AL BLhYyCL,cB® B, A
= (At BYHYeCcH(CRB)RA
e derivazione dy
= B,B*t = A AL
~BBlaa M
= B, A AL BL %
= B,A A3 B*" " = Ch,C ®

= B, A, (At 3BYhYeC,C

= (A3 BLY®C,C,B,A
= (Al3BYYyeCct,cB3B,A
= (A3 BLYy®CL,(C3B)F A

X




Esercizio 2

(a) Struttura di prova Rg per Logica Affine:

X
X % ”
X
X
1 X & q 1
PPt p P Lt a q
_ — T L _
sort a4 prap oAt (AR a4t ged
(p&rH7A el (8@ ) ATTee
p pt cut 1 cut 2 q qt
Struttura di prova per R (ottenuta da Ry eliminando l'irrilevanza):
% X
X
X X
R
L X at q L
p pt b P - ¢ q
T [
I G T Yol
(p®p'L)75’A (pJ"I?p)@AJ‘ @(ql@q) AL?X(q@)qL)
P pt cut 1 cut 2 q qt

Rete di prova per Ry:

€1 1

(R o
K@/ <A>\?s) a4 \Q(@) (44)
NP2

Per ogni posizione degli interruttori il D-R grafo risulta aciclico quindi R ¢ una rete di prova per
la logica affine.

cut 1

(b) Eliminazione del taglio:

e R; (elimino cut I in Ryp)

q  q*
p pl pl p qJ_ q q ® qJ_ AJ_
A AL p@pt PR A®(q-%q) AR (q®q*)
cut 1 cut 1o cut 2
e Ri2 (elimino cut 2 in Rq)
p p- pt D - ¢ q gt
A AL p@pt ptBp A AL et N q q®q*
cut 14 cut 1o cut 2 cut 29



e Ry (elimino cut 2 in Ry)

1 1

p D p p
p®p* A ptBp At A a9 q

(p@pt) B A (P Bp A A AL q-Bq I q*
cut 1 cut 2 cut 25

® Ry, (elimino cut 1 in Ry)

p p p p q q q

A AL pPp- ptBp A Al et N q q®q*

cut 11 cut 12 cut 21 cut 22

(c) Reti di prova RY, R3, R{ 5, R3 ; sono reti di prova per la logica affine:

e rete di prova per Rf

ptp - "

\
. NNV
NN A AN

\ /?? cut 1; \

cut 1o

|
L

R¥ ¢ aciclico, quindi R4 & una rete di prova per la logica affine.

e rete di prova per Rf,
PP o !
| L,
p  pt pt Tp T g g q
®\ /7? cut 11 cut 29 B ®

cut 12 cut 22

R, é aciclico, quindi R 2 € una rete di prova per la logica affine.

e rete di prova per Rj



pJ_

p
| |
p Pt p q* q
L) A
RN 1
q q q q
® 4 = At
\ / \ / A Al \ / \ /
7% ®
\\ / cut 21
cut 1 cut 25
R% ¢ aciclico e Ro ¢ una rete di prova per la logica affine.
e rete di prova per R3
ptp q* q
\ | | |
/\
p p- pt o q* q q "
K / \ ) Al AL A\ / \ /
e % ®
\ / cut 11 cut 24 /
cut 1y cut 29

R, é aciclico, quindi Rz ; € una rete di prova in logica affine.

Esercizio 3
Dato il sequente D - A;A — (B> (C),A—> B=D — C,

(a) trovo una derivazione d; in LJ:

B= B A:>A_)L
A A—- B=21B ) C=C

A B->C/A-B="C
AJAB—-C,A—- B=C A=A L
AA>(B—>C),A—>B=C * D=D

—-L
contrazione

D>AA—>(B—C),A>BD=C R —L
D>AA>(B—>C),A>B=D->C
costruisco una deduzione naturale di D - Cda D > AJA— (B - (C),A— B:
DA [P . D—>A  [D]
A (B—-C) A v AoB A —E
BoC —b B -
—-E
S GO
D—C

(b) trovo una derivazione ds nella deduzione naturale intuizionistica NJ di A - D da A - B,B —
C,C - D:



costruisco una derivazione in LJ di
A-V.B->C,C—->D=A—->D

per induzione sulla lunghezza della derivazione ds, cominciando dalle assuzioni del ramo di Prawitz
di altezza minore:

A=A B=B oL
A—- B A=1B C=C
A>BB>CASC L pop
A—-BB—->CC—-DA=D
A—-BB—->CC—->D=A—->D

—_—

—-R



