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Esercizio 1
Regole modali per sequenti nella forma (t)
P1,-- '7p1€7<>01’"'7<>0’m;DF = DDl;-"aDD7L7<>A7q1a"'7Ql

Per definizione, A = —O—A.

(a) Logica K
ATl= A
- R
I'=—-A4A L
-AT= -4 “KR F=AA
o—-A,o0l = 0-4 -AT=A ﬁ_KR
ol = —0-A,0-4 ﬁ'fi 0-A,0r = 04 R
—0—-4,0l = -0-A def ol = 04, -0-A def
CA,OT = oA Pered: O = 04, OA  Pem 4
Regola derivata:
ATl= A , I'=AA ,
SA,0r = oA KR O = 04, 0A KR
Applicata al sequente (}):
Ci,I'=A , Cn,I'=A , I'= DA , I'=D,,A ,
o0, 0r = oA KR S0, 0f = oA BR or o op, oa KR Or - ob,, oA KR

pl,...,pk,OCl,...,OCm,DFzDDl,...,DDn,OA,ql,...,ql

(b) Logica KD

I'= A
AT =
o-A, 0l =
ol = —-0-—-A
ol = OA

—-L

—-

per def.

Regola derivata:

I'=A

’_ ’
KDR’' = KR’ + O = OA



Applicata al sequente (}):

C1,'= A Cm,['= A

oC1, 00 = OA OCm, 00 = OA

KDR/ - T = 1 =8
e KDR o' = OA

I'=A I'= Di,A I'= Dy, A
o’ = 0D, CA

) - /
KDR' o5 5 0p, oa KPR

P15 Pk, OC1, ..., OCm, 00 = OD1,...,0Dn, CA,q1,...,q

(c) Logica K4

AT, ol = A, 0A
AT, ol = A, —-O-
ol = —-A,A,—-0-A
—-0-A, T, o0l = -4, A
A, 0-A ol —-A

Oo-A o0l =0-4

al' = —-0—-A,0-A4
—-0-A, 0l = —-0-A

CA, O = CA

A per def.
—-R
—-L
—-L
K4R
--R

—-

per def.

Regola derivata:

AT, 0T = A, OA
OA, O = OA

K4R’

Applicata al sequente (}):

rol,= A,A,CA

T.0r = A.A, —0-A Do 4
O-AT.0F = A,A ¢
A DO-AT.OT=A4 -
o-A,0l' =04 K4R
ol = oA, —-0-A —R
T = oA on P dd
T,00 = A, A, OA
KA4R/

al' = 04, 0A

Cy,T,0T = A, OA
OC1, 00 = OA

Cm,T,0T = A, OA [0l = Dy, A, OA [,00 = Dp, A, OA

7 7 i 7
K4R OCh,al' = CA K4R o' = 0D1,0A K4R o' = 0Dy, CA K4R

P1s-- Pk, OC1, .., OCH, 00 = OD1,...,0D,, A q1,...,q

(d) Logica S4

A0l = OA def
A0l = —-O0-A per &

OT = —0-A, —A4 “f;
ol = —-0-A,0—-4 -
—-0-A4,00 = -0-A def
SA, O = OA Yo e
Regola derivata:
A0l = A oL
CA, Ol = OA 7
Applicata al sequente (}):
Cy,0r = OA Cm,0l = CA

<-L

al' = 04, A, CA
ol = 04, A, -O0-A
o-A,0l' = 04, A
-A,0-A, 0 = 0A
Oo-A,0l' = 04
ol = 04, —0—-A
ol' = g4, 0A

per def.
—-L
—-L
o-L
—R

per def.

ol = 04, A, CA
al' = 04, 0A

o’ = 0D, A, OA O = 0Dy, A, OA

<¢-R

OCy, 0l = OA

OCh, 0l = CA

o' = 0D, CA o’ = 0Dy, CA

D1y Pk, OC1, ..., OCm, O = OD1,...,0Dn, QA q1,...,q



Esercizio 2

(a) (0A — OB) = 0O(A — B)

A= B A L
A—A=B R
-A=A—->B _)_KR A7B:>B
0—-A=0(A— B) B= A B _)_I:I{{R
- —-0-A4,0(A— B) OB = 0(4A — OB)
(—0—A — 0B) = 0(A — B) e
(CA—-0oB)=0(A— B)
(b) O(A — B) = (0A — OB)
A=A A B= L
AA—>B= =B, A B=28

0(A - B)=0B,0-4
-0-A,0(A — B) = 0B)
0(A— B)= (—0—A - 0OB)
0(A — B) = (A —» OB)

—R

Il sequente é falsificato dal modello

M = ({w, w1, wa}, {wy E w,wz E w},{wy - A, w1 I+ B,wz - A,wa ¥ B})

@ w @ w2

\/

L’antecedente O(A — B) & vero in w perché A — B ¢ vero sia in w; sia in we. Il succedente CA — OB ¢ invece falso in
w perché GA & vero (wy - A) e OB ¢ falso (w2 |- B).

(c) Nella semantica di S4, il sequente O(O0(0A — OB) — OA) = OA puo essere falsificato dal seguente modello:

M = ({wi, wa}, {wa E w1, w1 E w1, ws E wa}, {wr I A, wi IF B,ws I A, ws I B})

() ()

@ w1 @ w2
~_ 7

In questo modello antecedente risulta vero in wq, ovvero O(0A — OB) — OA ¢ vero in tutti i mondi accessibili da wy:

e in wy, O(OA — OB) ¢ falso perché we & wy e in wy OA — OB é falso (wy accede solo a se stesso e ws |- A ma
wo ¥ B), quindi 'implicazione & vera;

e in wy, OA é vero perché ws accede solo a se stesso e forza A, quindi 'implicazione é vera.

Il succedente invece ¢ falso in M, perché wi; E w; e wy ¥ A. 11 modello quindi falsifica il sequente.



(d) o(o(nA - 0B) - 04) - 004, con S =0(04A - 0OB) - 0OA

0S,A,0A= A, OA, 0B
0s,A,0A = < A,0B L
05,04 = CA,0B = A, 04,08 = A, 0A

O-R

0S5 = oA,0A>0B "N T ADAoSs oA R
0S = ©A,0(0A — OB) o-R 04,08 = CA O-L
0(0A > OB) » 0A,08 = OA _"
oS = <CA o-L
0s = 00A O-R

Esercizio 3

Dato un modello di Kripke (W, &, V), verificare che gli assiomi D
0A - A

e transitivita

0A —- OnAd

sono validi in F = (W, E) se e solo se F ¢ transitiva e senza punti terminali.
e A — OA é valida se e solo se F é senza punti terminali:

=) per ipotesi D ¢ valida. Consideriamo il modello

M = ({w}, J,w I A)

in cui w ¢ terminale. Allora w I+ OA, ovvero Yw'.w’ T w — w’ |+ A, perché non esiste alcun w’ e quindi
I'implicazione & vera. Inoltre w ¢ G A, ovvero Jw'.w’ E w A w' |- A & falsa perché non esiste alcun w’. L’ipotesi
di validita di D ¢ falsificata e da qui ’assurdo dimostra la tesi.

<) per ipotesi la cornice F non ha mondi terminali. Se w I+ OA, Yuw'.w' E w — w' IF A, quindi Fw’.w’ E w A w' I A.
e 0A — O0OA é valida se e solo se F é transitiva:
=) per ipotesi 'assioma transitivita & valido. Consideriamo w,w’,w” € W tali che w” E v’ ¢ w' E w ma w” & w.
Costruiamo un modello di Kripke V ponendo
* V(w’ P) =V, per ogni w’ € W tale che w' E w;
V(w",P) = F;
V(w, P) arbitrario, per ogni w tale che w’' # w # w”
V(w, Q) arbitrario, per ogni w ed ogni @ # P.
Allora w I OP ma w | OOP, che falsifica I'ipotesi e da qui ’assurdo.

<) per ipotesi F & transitiva. Dato w € W, se w |+ OA allora per ogni w’,w” € W tali che w” E w’ e w' E w per
transitivitd abbiamo w” C w e dunque w” I A. Ne segue che w’ |- OA e dunque w |- OOA.



