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1 Introduzione
Aspetti dell’analisi logica dei linguaggi: *

e sintassi: le regole che consentono di formare tutte e sole le espressioni
corrette (ben formate) di un linguaggio L.

e semantica: le regole che stabiliscono connessioni tra il linguaggio con-
siderato e le entita cui il linguaggio si riferisce (qualunque sia la natura
di tali entita, I'universo in cui viviamo o frammenti di esso, situazioni
presenti, passate o future, oppure entita linguistiche o oggetti astratti,
sistemi formali, ecc.). Componenti essenziali della semantica formale
sono interpretazione del linguaggio in una struttura M e la definizione
della nozione di verita in M.

e prammatica: le regole d’uso del linguaggio nella comunicazione tra
gli agenti del linguaggio (esseri umani, animali, computers, ecc.) in
particolare gli atti illocutori: asserzioni, obbligazioni, promesse, ecc.
Una teoria formale della prammatica non ¢ ancora stata pienamente
sviluppata. Compiti fondamentali sono 'identificazione degli operator:
di forza illocutoria e dei criteri di giustificazione per gli atti illocutori.

2 Calcolo proposizionale classico

2.1 Sintassi

Il linguaggio L ¢ costruito a partire da un simbolo di costante proposizionale
L (denotante una proposizione assurda) e da una lista (possibilmente infinita)
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di lettere proposizionali p, po, p1 ..., attraverso i connettivi proposizionali —,
AV, =

Definizione. Sia data una lista Atomi: p, pg, p1 .... Il linguaggio L ¢ dato
dalla grammatica sequente:

Aw=p|L|-A|ANA|AVA|A—A|

2.2 Semantica vero-funzionale

Definizione (interpretazione). Una interpretazione del linguaggio £ ¢
una assegnazione di valori di verita alle formule di £, cioe una funzione
totale V : Atomi — {V, F'} che si estende a tutte le formule in £ secondo le
regole seguenti:

1. V(1) = F;

2. V(=A) =V se e solo se V(A) = F;

3. V(AANB) =V sseesolose V(A) =V e V(B) =1V,

4. V(AVB)=Vseesolose V(A)=V o V(B)=V;

5. V(A — B)=Fseesolose V(A) =V e V(B) =F.

Dunque nel caso della logica proposizionale classica la nozione di interpre-
tazione coincide con quella di assegnazione di valori di verita.

Definizione (modello, soddisfacibilita, validita, conseguenza val-
ida).

e Diciamo che V ¢ un modello di A se V(A) =V e che V ¢ un contro-
modello di A se V(A) = F.

Identificando l'interpretazione M con la valutazione V), scriviamo
EmAse V(A) =V ey Ase V(A) =F.

e Diciamo che A ¢ soddisfacibile se esiste M tale che = A.
Diciamo che A ¢ falsificabile se esiste M tale che = A.

e Diciamo che A ¢ valida se per ogni M abbiamo = A.
Inoltre sia I' un insieme di formule. Scriviamo I' =0 A se e solo se
FEum C perogni C €l implica [p A.

e Diciamo che A ¢ conseguenza valida di T, scrivendo I" = A, se e solo se
[' = A vale per ogni M.



2.2.1 Nota sulla formalizzazione del linguaggio naturale

La formalizzazione del linguaggio naturale nel calcolo proposizionale classico
dotato di una semantica vero-funzionale non ¢ affatto un processo meccanico,
e questo per varie ragioni.

Una ragione ¢ che parte dell’informazione trasmessa da un enunciato ¢
implicita. Ad esempio, 'ordine narrativo implicitamente trasmette infor-
mazione sull’ordine temporale degli eventi descritti, mentre la congiunzione
classica € commutativa; confrontare A A B e B A A dove

e A: ['uomo entro nella casa;
e B: la vittima fu assassinata.

Un’altra ragione di ambiguita della traduzione ¢ che elementi prammatici
possono determinare la struttura sintattica e l'interpretazione semantica di
un enunciato. Ad esempio, consideriamo ’enunciato

Se tu non aiuti me quando 1o ho bisogno di te, i0 non aiuto te
quando hai bisogno di me.

Ponendo
e (B;) io ho bisogno di te;

(4)

(By) tu hai bisogno di me;

(4;)

tu atutt me;
[

o (A;) i0o aiuto te.

possono esserci dubbi su come formalizzare la condizione “se tu non aiuti me
quando 10 ho bisogno di te”.

Una ragione di tale ambiguita puo essere il valore prammatico di una
enuciazione di questa proposizione: un tale enunciato puo servire a ricordare
I'esistenza di un patto, cioe di una mutua promessa revocabile tra due soggetti
1 e t. Una volta enunciato, un patto costituisce una obbligazione per ¢ e per
1 fintantoche ¢ o ¢ non lo revochino; una violazione del patto, cioe il non
adempimento della promessa da parte di uno dei contraenti, costituisce di
per se una revoca del patto.



2.3 “Semantic Tableaux” per la logica classica

Definiamo una procedura “semantic tableauz” per la logica classica. Questa
procedura, data una formula A di £, accetta A se = A e ritorna un modello
M tale che f£p A altrimenti.

In effetti, facciamo qualcosa di piu: diamo una procedura che funziona
per insiemi finiti di formule.

SianoI' = C4, ..., C,, e A = Dy, ..., D, insiemi finiti di formule. Chi-
amiamo sequente una espressione formale I' = A; I'interpretazione intesa di
un tale sequente &

Definizione. (sequente valido, falsificabile) Sulla base di questa inter-
pretazione, diciamo che un sequente S = C4,...,C,, = Dy,..., D, e valido
e scriviamo = S, se per ogni interpretazione V

e V(C;) = F per qualche i < m oppure
e V(D,) =V per qualche j < n.

Un sequente che non ¢ valido e falsificabile cioe, per qualche interpretazione
M, cioe per qualche interpretazione V,

e V(C;) =V per ogni i <m ed inoltre

e V(D;) = F per ogni j <n.

Teorema. La sequente procedura “semantic tableaux” per la logica propo-
sizionale classica data una formula A di L,

e ritorna un albero di sequenti T con = A alla radice tale che ogni se-
quente in T ¢ valido, se = A;

e ritorna una interpretazione M che falsifica A (cioé, e A) altriments.

Procedura: costruisci un albero di sequenti 7 (con radice in basso) detto
albero di falsificazione come segue:

(0) inizia con 19 = = A;

(n+1) se una delle foglie di 7,, ha la forma di un sequente conclusione di
una delle regole seguenti, allora 7,1 € ottenuto scrivendo i sequent:
premessa di tale regola come nuove foglie. Altrimenti, la procedura
termina e 7 = 7,.



regole logiche
right —: left —:
ATl = A I'=AA
F:>A,ﬁA —|A,F:>A
right NA: left N:
I'=AA I'=sAB A B T'= A
I'=s AJANB AANB,I'= A
right —: left —:
I'NA= B,A I'=AA BI'=A
I'=A—BA A—BTI'=A
right \V: left V:
I'=AAB Al'=A B I'=A
' AJAVB AvBT=A

Table 1: Regole Proposizionali Classiche

Sia S = C4,...,Cy = Dy, ..., D,. Definiamo la dimensione (size) s(.S)
di .S ponendo
s(S) = (22213(01‘)) + E?:ls(Dj)
dove

s(p) =1 s(Ly=0  s(mA4)=s(4)+1
sS(ANB)=8s(AVB)=3s(A— B)=s(A)+s(B)+1

Proposizione 1. L’albero di falsificazione T ¢ finito.

Dimostrazione: Ad ogni passo della procedura la dimensione del sequente
diminuisce.
(]

Proposizione 2. In ogni applicazione delle regole proposizionali classiche il
sequente-conclusione di ogni regola é falsificabile se e solo se almeno uno dei
sequenti-premessa ¢ falsificabile.

Dimostrazione: Per ispezione delle regole. Ad esempio cosideriamo la la
regola left —. Se esiste una valutazione V tale che V(C') = V per ogni C € T,



V(D) = F per ogni D € A ed inoltre V(A — B) =V, allora abbiamo due
possibilita (non esclusive):

(1) o V(A) = F, ed in questo caso V falsifica il sequente-premessa sinistro
I'= A A,

(2) o V(B) =V, ed in questo caso V falsifica il sequente-premessa destro
B,T'= A.

Conversamente, sia }V una valutazione che falsifica uno dei sequenti-premessa,
dunque V(C) =V per ogni C € I'e V(D) = F per ogni D € A. Se V falsifica
il sequente-premessa sinistro, allora V(A) = F, e dunque V(A — B) =V,
ed il sequente conclusione e falsificato. Se V falsifica il sequente-premessa
destro, allora V(B) = V, e dunque ancora V(A — B) =V, ed il sequente
conclusione e falsificato.

(I
Proposizione 3. Un sequente della forma
PPy Pm =~ D415 -5 Gn (§)
non ¢ falsificabile.
Dimostrazione: Ovvio.
([

Un sequente di dice chiuso se ¢ della forma indicata in Proposizione 3.
Un ramo dell’albero di falsificazione 7 & chiuso se e solo se la sua foglia &
un sequente chiuso.

Dimostrazione del Teorema. Quando la procedura termina, si danno due
casi:

e tutte le foglie di 7 sono chiuse. Per induzione sulla lunghezza di 7,
usando le proposizioni 2 e 3, si dimostra che nessun sequente in 7 e
falsificabile, dunque neppure la radice = A, cioe = A.

e una foglia p1,...,pm = q1,...,¢n di 7 & aperta. Sia 3 il ramo che da
va dalla radice = A a tale foglia. Definiamo V : Atomi — {V, F'}
come segue:

V(pi) =V, peri <m; V(g;) =F, per j <n;

V(p) = arbitrario, se p; # p # ¢, peri <m,j <n

Per induzione sulla lunghezza di 3, usando la proposizione 2, si di-
mostra che V falsifica ogni sequente S in # e dunque V(A) = F.
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Corollario della proposizione 2. Le regole proposizionali classiche preser-
vano la validita e sono semanticamente invertibili.

Nota. Consideriamo le seguenti regole di indebolimento (weakening):

weakening right: weakening left:
=A I'=A
= AA Al= A

Proposizione 4. Le regole di indebolimento preservano la validita, ma non
sono semanticamente invertibili.

Dimostrazione. Se il sequente-premessa [' = A e valido, allora per ogni
valutazione V esiste un C' € I' tale che V(C') = F oppure esiste un D € A tale
che V(D) =V ed allora in entrambe le regole anche il sequente-conclusione
e valido.

Ma se invertiamo le regole di weakening allora possiamo avere che il
sequente-conclusione sia valido ma il sequente premessa sia falsificabile. In-
fatti se per qualche valutazione ¥V abbiamo V(C) = V per ogni C € T e
V(D) = F per ogni D € A, ma V(A) =V, allora il sequente-premessa della
regola weakening right non e valido anche se il sequente-conclusione lo fosse.
Similmente, se per qualche valutazione V abbiamo V(C') =V per ogni C' € T
e V(D) = F perogni D € A, ma V(A) = I, allora il sequente-premessa della
regola weakening left non e valido anche se il sequente-premessa lo fosse.

2.4 Esercizi.

Esercizio 1. Dimostrare che in ciascuna linea le formule sono semantica-
mente equivalenti:

(a) A; ——A4; (ANA); (AVA); (AN(AVB)); (AV(AAB).

(b) 4 A — (BA-B).
(c) -(AV B); (mA N -B). (De Morgan)
(d) —(A A B); (mAV -B). (De Morgan)

(e) (AVvB); (BVA),; (-B—A); -(-AAN-B); ((A— B)— B).



(f) (A A B); (BN A); —(A — —-B); —(=AV -B).

(g) (A — B); (mAVB);  ~(AA-B); (=B = —A).

(h) (A — -B); (B — —A). (contrapposizione)
() (A B)=as (A= B)A(B - A) ((AAB)V (~AA-B)).
) (4o B) (AV B) A~(AA B)): ((~4) ¢ B).

k)  (AA(BVO)): (AAB)V(ANC)).  (distributivitd)
1) (AV(BAOQ)); ((AVB)YA(AVC)).  (distributivita)
(m)  ((AVB)—C); (A= C)A (B O)).
() (A= (BAC)) (A= B)A (A~ C)).
() (A= (B—O)): (AnB) = C).

Esercizio 2. Verificare se i seguenti sequenti sono falsificabili:

(a) (AV (BAC))= (CV(BAA)).

(b) (AN(BV ()= (CV(BAA).

(c) (AV(BAC))= (CA(BVA).

(d) (A= (BVC))=((A—=B)Vv().

(e) (A= B)v())=(A— (BVQO)).

(f) (A—B)— A) = A.

Esercizio 3. (a) Dimostrare in dettaglio che nelle seguenti regole il sequente-

conclusione e falsificabile se e solo se almeno uno dei sequenti-premessa e
falsificabile:

I'=AA I'=AB = A
I'=AANB A=




(b) Dimostrare che se i sequenti-premessa della seguente regola sono en-
trambe validi, allora il sequente-conclusione e valido:
'=AA AT = A
L= A A

3 Logiche modali

Le nozioni di necessita e possibilita furono studiate approfonditamente da
Aristotele e svolsero un ruolo fondamentale nella filosofia antica e medievale.
L’analisi moderna di questi concetti prese nuovo impulso con il filosofo e
matematico Leibniz, che introdusse la nozione di mondo possibile e la con-
siderazione della necessita come verita in tuttt 1 mondi possibili. Nel corso
del XX secolo questa idea ¢ stata sviluppata con i metodi matematicamente
rigorosi della semantica formale. Nonostante cio molti filosofi analitici con-
temporanei, sulla scia di Quine, guardano con sospetto alle nozioni modali:
sembra infatti impossibile definire una nozione modale senza fare riferimento
ad altre nozioni modali (ad esempio, Leibniz spiega la nozione di necessita
sulla base della nozione di “mondo possibile”, essa stessa evidentemente una
nozione modale).

Il filosofo e matematico Kripke ha sviluppato le idee di Leibniz intro-
ducendo la nozione di accessibilita tra mondi possibili. L’idea fondamentale
di Kripke e che se per verificare la necessita logica di una proposizione A
occorre verificare la verita di A in tutti i mondi possibili, per altre modalita
solo alcuni mondi possibili vanno considerati, quelli che sono simili al mondo
attuale negli aspetti che riguardano la modalita studiata. Per esempio, per
verificare se A ¢ fisicamente necessaria basta considerare se A € vera in tutti
i mondi possibili in cui valgono le stesse leggi naturali che valgono nel nostro
mondo. D’altronde per verificare la necessita secondo un certo ordinamento
giuridico, ad esempio quello definito dalla costituzione italiana, dobbiamo
considerare tutti i mondi possibili in cui i principi fondamentali della costi-
tuzione italiana sono fedelmente applicati, dunque non I'Italia reale.

Negli ultimi decenni la teoria matematica delle varie logiche modali e
stata applicata in molti settori dell’informatica teorica, dei metodi formali e
dell’intelligenza artificiale.

Consideriamo le principali logiche modali: K, K4, GL, KD, S4 ed es-
tenderemo a tali logiche i risultati della sezione 2.



3.1 Sintassi

I linguaggio L delle logiche modali estende il linguaggio £ della logica
classica con un operatore proposizionale unario 0. L’espressione OA si puo
leggere come “necessariamente A”, ma il significato della modalita viene
specificato in modo diverso in diverse logiche.

Definizione. Il linguaggio L° ¢ dato dalla grammatica sequente:

Aw=p|L|-A|ANA|AVA|A— A|DA|

3.2 Semantica di Kripke

Definizione. (modello di Kripke) Una interpretazione del linguaggio £°
¢ data da un modello di Kripke, cio¢ una tripla M = (W,C, V) dove

e W & un insieme (di “mondi possibili”);
e L C W x W & una relazione (di “accessibilita” tra mondi possibili);

eV : W x Atomi — {V,F} ¢ una funzione totale che assegna valori
di verita alle formule atomiche di LP relativamente a ciascun mondo
possibile.

La funzione V ¢ estesa a tutte le formule in £ secondo le regole seguenti:
1. V(w, 1) = F per ogni w € W;

2. V(w,—A) =V seesolose V(w,A) = F;

3. V(w,ANB) =V seesolose V(w,A) =V e V(w,B) =V;

(w,
(
(
4. V(w,AV B) =V se e solo se V(w,A) =V o V(w,B) =V;
5. V(w,A — B) = F seesolose V(w,A) =V eV(w,B) =F;
(

6. V(w,0A4) =V se e solo se V(w',A) = V per ogni w' € W tale che
w' C w.

Scriviamo w IF A (e leggiamo “w forza A” oppure A é localmente vera
nel mondo w) come abbreviazione per V(w,A) = V. Scriviamo w | A
(e leggiamo “w non forza A” oppure A ¢é localmente falsa nel mondo w)
come abbreviazione per V(w, A) = F. Con questa notazione, la precedente
definizione si legge come segue:

1. wlf L per ogni w € W,
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2. wlF —A se e solo se w I A;
.wlFAANBseesolosewlFAewlk B;

3

4. wlF AV BseesolosewlFAowl B;

5. wlF A — B se e solo se w I A oppure w I+ B;
6

. w - OA se e solo se w' I A per ogni w' € W tale che w' C w.

Utilizzeremo anche la seguente abbreviazione. Sia I" un insieme di formule
di L7 e sia A una formula di £”. Scriviamo I' =, A (“A ¢ localmente una
consequenza di I' in w ”) se e solo se w I C per ogni C' € I' implica w I+ A.
Dunque, se I' = (Y, ..., C,, abbiamo

'y, A seesolose wlk (/\Ci)—>A.

Similmente, scriviamo I" }&,, A se e solo se w |- C per ogni C' € ' ma w I} A.
Se I' = A e un sequente con A = Dy,...,D,,, diciamo che w falsifica il
sequente I' = A se e solo se w IF (A, Ci) — (V; D;), cioe se e solo se

I' =y D; per ogni j < m.

Definizione (validita, soddisfacibilita in un modello di Kripke). Di-
ciamo che una formula A € L7 ¢ wvalida in un modello di Kripke M =
(W,C, V) e scriviamo = A se ogni mondo in W forza A, cioe

Fv A se e solo se Yw € Wa I+ A.

Diciamo che A ¢ soddisfacibile nel modello di Kripke M se esiste un mondo
w € W tale che w I A.

Diciamo che A & conseguenza valida di T' nel modello di Kripke M (e scrivi-
amo I' = A) se per ogni w € W abbiamo che A ¢ localmente conseguenza
di I' in w. In simboli,

F'eEm A se e solo se Vw e W. T |, A.

3.3 Frames (Cornici di Kripke)

Per definire la nozione di validita nei vari sistemi modali conviene considerare
le nozioni precedenti in modo un po’ piu generale e definire la nozione di
frame.

Definizione (cornice di Kripke). Una cornice di Kripke (o frame) ¢ una
coppia F = (W,C) dove
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e W & un insieme (di “mondi possibili”);
e T C W x W ¢ una relazione (di “accessibilita” tra mondi possibili).

Diciamo che il modello di Kripke M = (W, C, V) ¢ definito sulla cornice F =
(W,C). Diciamo che una formula A & valida in una cornice F (e scriviamo
=r A) se A ¢ valida su tutti i modelli di Kripke definiti su F; diciamo che
A e soddisfacibile in una cornice F se & soddisfacibile in qualche modello di
Kripke definito su JF; diciamo che A & consequenza valida di I' nella cornice

F (e scriviamo I" =7 A) se se A ¢ conseguenza valida di I' in ogni modello
di Kripke definito su F.

4 Semantica per il sistema K

Il sistema K e¢ il sistema modale piu generale: la semantica per K ¢ basata
sulla nozione di validita wn ogni modello di Kripke, o in modo equivalente,
validita in tutte le cornici.

Definizione (semantica per K). Una formula A € £° & valida in K, in
simboli =k A, se per ogni cornice di Kripke F si ha 7 A. Una formula A
e consequenza valida di T in K (in simboli I" = A) se per ogni cornice F si
ha I’ ):]: A.

Proposizione 0.1. (i) Fx O(A — B) — (0DA — OB).

(ii) Siano Py, ..., P, atomi, siano Ay, ..., A, formule di A € L7 e supponi-
amo che A[Py/Aq, ..., P,/A,] risulti da A per sostituzione simultanea di P;
con A; peri < n. Allora = A implica Ex A[P1 /Ay, ..., Py/A,.

Dimostrazione di (i). Sia M = (W,C, V) un modello di Kripke qualsiasi.
Dato w € W, supponiamo w |+ OA(— B) e mostriamo w IF OA — OB. Per
ipotesi, per ogni w’ C w abbiamo w’' IF A — B. Se inoltre w |- OA allora
per ogni w’ C w abbiamo w’ I A, da cui segue che per ogni w’ C w abbiamo
w' Ik B, cio¢ w I+ OB.

(I

Proposizione 0.2. Sia F = (W,0) una cornice discreta. Allora per ogni
formula A vale =7 OA.

Dimostrazione. Per ogni V : W x Atomi — {7, F'} e per ogni w € W
abbiamo

wlFOA se e solo se per ogni w' C w vale w' |- A.
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La condizione e sempre vera, perche in F non esiste w’ tale che w' C w.
O

4.1 “Semantic tableaux” per K

Notazione. Se I' = (1, ..., C), allora OI' = OCY, ..., OC,.

Consideriamo la seguente regola KR:

'= A
— KR
Oor = 0A

dove I' puo essere vuoto, ma deve esserci esattamente una formula a destra
di =.

Lemma 1. La regola KR preserva la validita ed e semanticamente invertibile
(rispetto alla semantica di Kripke per K).

Dimostrazione. Sia M = (W,C,V) un modello di Kripke che falsifica il
sequente-conclusione OI' = OA. Sia w € W tale che OI' &, OA: allora
per ogni w' C w abbiamo w’ I C per ogni C' € ' ma esiste wy € W tale
che wy C w e wy I A. Dunque I' }~,, A e pertanto M falsifica anche il
sequente-premessa ' = A.

Conversamente, sia M’ = (W’ ', V’) un modello di Kripke che falsifica
il sequente-premessa I' = A, e sia wy € W un mondo tale che I' &, A.
Costruiamo un modello M = (W, C, V) dove

o W =W'"U{w}, dove w non compare in W’;
o L =LC' U{w Cw};

e V coincide con V' su W’ ed inoltre V(w, P) ¢ un valore V o F arbitrario,
per ogni atomo P.

Allora per ogni C' € I" abbiamo
wlFOC seesolose Yw Ew. w'IFC seesolose wyl-C,

poiche wy € 'unico mondo accessibile da w; inoltre abbiamo w Iff A poiche
wo Iff A e wy C w. In conclusione, dI" j&,, OA.
]
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Vogliamo estendere la procedura “Semantic Tableaux” alla logica K. La
novita principale risiede nelle restrizioni sul sequente-conclusione della regola
KR, che deve contenere solo formule modali ed esattamente una formula a
destra di =. Invertiremo dunque tutte le regole per i connettivi proposizion-
ali, come nel caso della logica classica senza modalita, arrivando in ogni ramo
ad un sequente della forma

pl,,ph,DFjDDl,,DDm7q177qZ (-I-)

Se p; # q; per tutti gli¢« < hedij < esem > 0 allora la procedura
ramifica: invertiremo tutti i sequenti

o' = 0D, o' = 0D,

notando che se almeno uno di tali sequenti risulta valido, allora anche 1l
sequente (1) & valido, per ripetute applicazioni della regola del weakening. Se
al contrario tutti i sequenti OI' = ODq, ..., OI' = OD,, sono falsificabili da
modelli di Kripke My, ..., M,, allora utilizzeremo tali modelli per costruire
un modello M che falsifica il sequente (7).

Chiameremo ramificazione disgiuntiva quella determinata da un sequente
della forma (f), perche al contrario delle ramificazioni determinate dalle re-
gole proposizionali binarie la validita di uno solo dei sequenti-premessa basta
per stabilire la validita dei sequenti-conclusione.

Procedura: costruisci un albero di sequenti 7 (con radice in basso) detto
albero di falsificazione come segue:

(0) inizia con 7y = = A;

(n+1) Sottocaso (1): se una delle foglie di 7, ha la forma di un sequente con-
clustone di una delle regole della logica proposizionale classica, allora
in 7,41 tnvertiamo tale regola, cioe scriviamo i sequenti premessa di tale
regola come nuove foglie.

Altrimenti tutte le foglie di 7,, sono sequenti della forma (}) cioe con-
tengono solo formule atomiche o formule modali.

Sottocaso (ii): Se in un sequente della forma () abbiamo p; = g; per
qualche i < h e j </, allora il sequente e chiuso e la procedura termina
su quel ramo.

Sottocaso (iii): Se in un sequente della forma (}) abbiamo p; # ¢; per
ogni i < h e j < { ed inoltre non vi sono formule modali OD (ciog,
m = 0), allora il sequente & aperto e la procedura termina su quel ramo.
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Sottocaso (iv): Se in un sequente della forma (1) abbiamo p; # ¢; per
ogni ¢ < h e j < /¢ ma visono formule modali OD (cioe, m > 0), allora
la procedura continua con una ramificazione disgiuntiva con m rami.
Su ciascuno di questi rami la procedura continua invertendo la regola
KR (vedi figura successiva).

Se in tutte le foglie la procedura termina, allora 7 = 7,,.

I'= D I'= D,
o' = 0D, ar' = ab,,
p17°"7ph7DF:>DDla"wDDmuqlw"aqf (T)

(se p; # q; perognii <he j#(
ed inoltre se m > 0)

Table 2: Ramificazione Disgiuntiva

Nota. Usando la notazione degli ipersequenti, cioe sequenti le cui compo-
nenti possono essere sia formule che sequenti, una ramificazione disgiuntiva
si esprime come la seguente regola di inferenza:
= [p1,-,Pn = @, q/,[O0 = ODy], ... [OT = 0D,
pla"'7phaDF = DD17"'aDDm7q1a"'>QZ

Lemma 2. Un sequente della forma
Pty pn, O = 0Dy, ....,0D,, q1,...,q (1)
e falsificabile se e solo se tutti 1 sequenti
Plye- P = q1,- -, qe, or=0ob,, ... ,0r=0a0p,

sono falsificabili.

Dimostrazione. Sia M = (W,C,V) un modello di Kripke tale che un
mondo w € W falsifica il sequente (). Allora in W esistono w; C w, ...,
wy, T w tali che

I Few, Di, per ogni i < m.
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Pertanto w falsifica anche i sequenti OI' = 0Dy, ..., O = 0OD,,.

Conversamente, per ogni 0 < i < m sia M; = (W;,Z;,V;) un modello di
Kripke con un mondo w; € W; che falsifica OI' = 0OD,;. Definiamo M, =
({w},0,V,) ponendo

o Vo(w,p;) =V, per i < h;
L VO(w7CI]) = F7 perj S ga

e V(w,P) =V &un valore V o F arbitrario, per ogni atomo P differente
dai p; e dai g;.

Possiamo supporre che gli insiemi W; siano tutti disgiunti tra loro. Allora in
ogni W; esiste un w; C w; che falsifica I' = D,. Costruiamo un modello M
= (W,C,V) dove

o W= Uogigm Wi
o L = (U, C) U{w, C w, per ogni i < m};
e V ristretta a W; coincide con V.

I1 mondo w sara detto la radice dell’albero (W, C).

Per definizione di V abbiamo w I p; e w I ¢; per ogni @« < h ed ogni
7 < /. Inoltre per ogni C' € I' abbiamo

w Ik OC se e solo se Vw' C w. w'IFC se e solo se per ogni k < m,w, I+ C,

poiche wj, ..., w,, sono gli unici mondi accessibili da w; inoltre per ogni
kE < m abbiamo w | ODy, poiche wj If Dy e w, T w. In conclusione, w
falsifica il sequente ().

O

Definizione. Definiamo simultaneamente cosa vuole dire che un albero di
falsificazione 7 & chiuso e che un albero chiuso 7’ € una potatura di 7.

1. un sequente I',p, I" = A, p, A’ & un albero chiuso ed una potatura di
se stesso.

2. se T risulta da 7y per applicazione di una regola proposizionale unaria
o di KR, allora 7 ¢ chiuso se e solo se 7y ¢ chiuso ed ogni potatura di
7 risulta da una potatura di 7y per applicazione della stessa regola;
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3. se 7 risulta da 75 e 7y per applicazione di una regola proposizionale bi-
naria, allora 7 € chiuso se e solo se 1 e 71 sono chiusi ed ogni potatura di
7 risulta da una potatura di 7y e da una potatura di 7; per applicazione
della stessa regola;

4. se T risulta da 7, ..., 7, per applicazione di una ramificazione disgiun-
tiva, allora 7 e chiuso se e solo se almeno uno dei 7; € chiuso. Sia 7; uno
dei sottoalberi chiusi di 7 e sia 7] una potatura di 7;. Se 7’ ha lo stesso
sequente conclusione di 7 e risulta da 7] per successive applicazioni
della regola del weakening, allora 7" & una potatura di 7.

Proposizione 1. L’albero di falsificazione T ¢ finito.

Dimostrazione: Alla definizione della dimensione di una formula (sezione
2.3) aggiungiamo il caso

s(OA) = s(A) + 1.

Come nel caso della logica proposizionale classica senza modalita, ad ogni
passo della procedura la dimensione del sequente diminuisce.
O

Proposizione 2. Ogni regola applicata nella procedura preserva la validita
ed ¢ semanticamente invertibile (rispetto alla semantica di Kripke per K.)

Dimostrazione: Proposizione 2 (sezione 2.3) per la logica proposizionale
classica senza modalita, Lemmi 1 e 2.
(I

Come sopra abbiamo
Proposizione 3. Un sequente della forma

P13 Pm = D415 - -5 qn (§)

non € falsificabile.

Teorema. La procedura “semantic tableauz” per la logica K, data una for-
mula A di L7 ritorna un albero di sequenti T con = A alla radice che ha le
sequenti proprieta:

o se =k A, allora ogni potatura ' di T contiene solo sequenti validi;
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e altrimenti se Fx A, allora si trovano sottoalberi aperti T di 7, da cui
si estraggono modelli di Kripke M tali che Ep A.

Dimostrazione. Quando la procedura termina, si danno due casi:

e l'albero 7 ¢ chiuso. Sia 7/ una potatura di 7. Per induzione sulla
lunghezza di 7/, usando le proposizioni 2 e 3, si dimostra che nessun
sequente in 7’ ¢ falsificabile, dunque neppure la radice = A, cioe Fk A.

e l'albero 7 & aperto, dunque la radice e aperta. Scegliamo un sottoalbero
aperto 7" su cui costruire il contromodello M come segue:

e la radice = A di 7 ¢ anche la radice di 7";

e se il sequente-conclusione di una regola unaria ¢ in 7”7, allora anche
il sequente-premessa ¢ in 7",

e se il sequente-conclusione di una regola binaria e in 7", allora poni-
amo in 7”7 un sequente-premessa aperto; un tale sequente esiste per la
proposizione 2;

e se il sequente-conclusione di una ramificazione disgiuntiva & in 77,
allora poniamo in 7”7 tutti i sequenti-premessa; tali sequenti sono tutti
aperti per la proposizione 2.

Costruiamo M = (W,C,V) come segue. Poiche 7 ha solo ramificazioni
disgiuntive, possiamo dividere 7" in una sequenza di “segmenti di rami” [y,
.., Bn tali che

(%) la radice S; di f5; & un sequente-premessa di una KR oppure la radice
= AdiT"e
(%) la foglia F; di f3; & il primo sequente di forma (1) che si incontra risalendo

7" a partire da S;, oppure una foglia di 7”.

Tra i segmenti /3; definiamo un ordine < ponendo 3; < 3; se e solo se
(%) la radice S; di f3; & il sequente-premessa di una applicazione Z della regola
KR e
(%) la foglia F; di f; e l'origine della ramificazione disgiuntiva di cui il
sequente-conclusione di Z ¢ una delle premesse.

e Poniamo W = {wy, ..., w,}, dove il ramo (; é identificato con il mondo
possibile w;;

e poniamo w; C w; se e solo se 3; < B;;
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e poniamo V(w;, P) = V se e solo se P compare alla sinistra di = nel
sequente di forma (1) che ¢é la foglia di 5;.

Per induzione sulla lunghezza di 7”7, usando la proposizione 2, si dimostra
che per ogni sequente S in 77 vale £ S, e dunque FEx= A.

Supponiamo pertanto che =g A allora I’albero 7 generato dalla procedura
non puo essere aperto, altrimenti da 7" otterremmo un modello M tale che
F~um A, e questa ¢ una contraddizione.

Supponiamo ora che £k A allora I'albero 7 generato dalla procedura non
puo essere chiuso, altrimenti tutti i sequenti in 7’ sarebbero validi e dunque
=k A, contraddizione.

([

4.2 Esercizi

Esercizio 4. Basandosi sulla semantica di Kripke per K, verificare la validita
delle seguenti formule o costruire un contromodello:

(a) —-UA < |:|—\A;
(b) O(AAB) < (DAADOB);
(c) (A - OB) < 0O(A — B);

(d) (OAvOB) <« O(AV B).

5 Semantica per il sistema KD

Il sistema KD ¢ un sistema modale usato per la logica deontica: ’operatore
di necessitazione “07 si legge “é doveroso che ...” (si usa anche il simbolo
“o” invece di “07”). La logica deontica non entra nel merito delle proprieta
di specifici sistemi normativi, ma presuppone che i sistemi degni di consid-
erazione siano razionali, e che abbiano la proprieta della consistenza. Non
potremo avere simultaneamente che A ¢é obbligatorio e = A é obbligatorio e
dunque i mondi possibili in cui questo vale (vedi le cornici discrete, propo-

sizione 0.2 sezione 4) devono essere esclusi nello studio di tale logica.

Definizione (semantica per KD). Sia F = (W, C) una cornice di Kripke.
Un mondo possibile w si dice terminale se {w'|w' C w} = 0.
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La semantica per il sistema KD ¢ basata sulla nozione di validita in ogni
cornice di Kripke senza mondi terminali. Una formula A € L ¢ wvalida
in KD, in simboli Fxp A, se per ogni cornice di Kripke F senza mondi
terminali si ha =7 A. Una formula A ¢ conseguenza valida di I' in KD (in
simboli I' Egkp A) se per ogni cornice F senza mondi terminalisi ha ' =z A.

Proposizione 0.1. (i) Sia F = (W,C) una cornice di Kripke. Per ogni
formula A si ha = (DA ANO=A) — L se e solo se nessun mondo in W ¢
terminale.

(ii) Siano P, ..., P, atomi, siano Ay, ..., A, formule di A € L" e supponi-
amo che A[Py/Ay, ..., P,JA,] risulti da A per sostituzione simultanea di P;
con A; peri < n. Allora =xp A implica |Fxp A[P1/A1, ..., P./A,).

Dimostrazione di (i). Sia (W,C,V) un modello di Kripke in cui nessun
w € W e terminale. Allora per ogni w € W w I OA se e solo se w' IF A per
ogni w' C w e w |k O-A se e solo se w' I A per ogni w’ C w. Poiche per ogni
w € W ¢’¢ almeno un w’ C w, le due condizioni sono sempre incompatibili,
e dunque w | (DA A O=A).

Sia (W,C) una cornice di Kripke in cui w € W & terminale. Per ogni
modello di Kripke M su F abbiamo w IF (DA A O-A) (vedi proposizione
0.2, sezione 4).

O

5.1 “Semantic tableaux” per KD

Consideriamo la seguente regola KDR:

I'= A

——KDR
o' = 0A

dove I' puo essere vuoto ed inoltre puo non esserci alcuna formula a destra
di =.

Lemma 1. La regola KDR preserva la validita ed ¢ semanticamente invert-
ibile (rispetto alla semantica di Kripke per KD).

Dimostrazione. La dimostrazione del Lemma 1 in sezione 4.1 si applica
anche nel caso di una regola della forma

DR:
I'=

ar =
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Basti considerare che un modello di Kripke M = (W,C,V) che falsifica il
sequente-conclusione OI' = 1 contiene un mondo possibile w € W tale che
per ogni w’ = w abbiamo w’ IF C per ogni C' € I'. Poiche w non ¢ terminale,
un tale w’ esiste e pertanto M falsifica anche il sequente-premessa I' = .
(I

La Procedura “Semantic Tableauz” per la logica KD e la stessa della
logica K, eccetto che nel caso

(n+1) Sottocaso (iii): Se in un sequente della forma

pl?"‘?ph?Dqu17"'7qf (T)

abbiamo p; # ¢; per ogni i < h e j < { ed inoltre non vi sono formule

modali OD a destra di =, allora la procedura continua invertendo la
regola DR

I'=
ol =

Notare che qualora I'insieme OI' sia vuoto allora questa istruzione consen-
tirebbe di invertire il sequente vuoto all’infinito e la procedura non ter-
minerebbe. In questo caso consideriamo il sequente vuoto come aperto e
facciamo terminare la procedura su quel ramo.

Teorema. La procedura “semantic tableaux” per la logica KD, data una
formula A di L ritorna un albero di sequenti T con = A alla radice che ha
le sequenti proprieta:

e se Exp A, allora ogni potatura 7' di T contiene solo sequenti validi;

e se lFkp A, allora si trovano sottoalberi aperti 7" di T, da cui si estrag-
gono modelli di Kripke M senza mondi terminali e tali che [~ A.

La dimostrazione e essenzialmente la stessa che nel caso di K. Quando
I’albero di falsificazione 7 ¢ aperto, otteniamo un sottoalbero aperto 7”7 di 7
da cui costruiamo un contromodello di Kripke M = (W,C,V): in corrispon-
denza di un sequente vuoto = poniamo un mondo w’ che accede a se stesso
(w' C w') e tale che V(w', P) = F per ogni P. Per costruzione, tutte le
foglie dell’albero 7" sono di questo tipo e dunque il modello M non ha mondi
terminali.

(I
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Nota. Se usiamo la notazione degli ipersequenti

=[p1, -, Ph=qQ1,---,q), O = 0OD4],... [0 = 0OD,,]
pla"'7ph7DF:>DDIW"JDDTNAQIJ"'?CM

occorre non farsi trarre in inganno da questa nella costruzione dell’albero di
falsificazione e del contromodello. Nell’ipersequente-premessa della ramifi-
cazione disgiuntiva, il primo sequente senza formule modalizzate appartiene
al frammento 3 del ramo sottostante, e 3 & nella relazione > con i frammenti
B1, ..., Bm che si trovano al di sopra degli altri sequenti dell’ipersequente.
Nel caso in cui I' ¢ non-vuoto e m = (0 abbiamo solo un altro sequente
nell’ipersequente e procediamo invertendo la regola DR.. Solamente nel caso
in cui I' sia vuoto ed m = 0 dobbiamo porre il sequente degenerato [=] come
secondo sequente dell’ipersequente, e nella costruzione del contromodello in-
trodurremo un mondo possibile che ha accesso a se stesso nel quale a nessun
atomo ¢ assegnato il valore “vero”.

5.1.1 Esercizio

Ponendo ¢A =4 —-0O-A, verificare se vale

OP f=xp OP.

6 Semantica per i sistemi K4 e K4D

Se concepiamo i mondi accessibili epistemicamente, cioe come stati di conoscenza,
il sistema K4 rappresenta un universo in cui le verita non si dimenticano.

Definizione (semantica per K4). Una cornice di Kripke F = (W,C) si

dice transitiva se la relazione C & transitiva, cioe vale ’assioma

Vwsy Yw;y Ywy.(we E wy A wy £ wy) — (we E wyp)

Una formula A € L ¢ valida in K4, in simboli =4 A, se per ogni cornice
di Kripke transitiva F si ha = A. Una formula A & conseguenza valida di T
in KD (in simboli I" =4 A) se per ogni cornice transitiva F si ha I' =7 A.

Proposizione 0.1. Sia F = (W, C) una cornice di Kripke. Per ogni formula
A si ha =7 OA — OOA se e solo se F ¢ transitiva.

(ii) Siano P, ..., P, atomi, siano Ay, ..., A, formule di A € L" e supponi-
amo che A[Py/Aq, ..., P,/Ay] risulti da A per sostituzione simultanea di P;
con A; peri < mn. Allora |=xq A implica Fxa A[P1/Ay, ..., Py/As).
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Dimostrazione di (i). Sia (W, C,V) un modello di Kripke su cornice tran-
sitiva. Dato w € W, se w IF OA allora per ogni w’,w” € W tali che w” C w’
e w' C w abbiamo w” C w per transitivita e dunque w” I+ A. Ne segue che
w' - OA e dunque w |- OOA.
Sia (W,C) una cornice di Kripke in cui w,w’,w” € W sono tali che
"Cw' ew Cwmaw” C w. Costruiamo un modello di Kripke V ponendo

V(w', P) =V, per ogni w’ € W tale che v’ C w,
V(w',P) = F;

V(w, P) arbitrario, per ogni w tale che w’ # w # w”
V(w, @) arbitrario, per ogni w ed ogni @ # P.
Allora w I OP ma w | OOP.

6.1 “Semantic tableaux” per K4

Consideriamo la seguente regola K4R:

ror= A

—K4R
O = 0A

dove I' puo essere vuoto ma deve esserci una formula a destra di =.

Lemma 1. La regola K4R preserva la validita ed é semanticamente invert-
ibile (rispetto alla semantica di Kripke per K4).

Dimostrazione. Sia M = (W,C,V) un modello di Kripke su cornice tran-
sitiva che falsifica il sequente-conclusione OI' = OA. Sia w € W tale che
oI £, OA: allora per ogni w' C w e per ogni C' € T" abbiamo non solo
w’ IF C ma anche w' IF OC, poiche la relazione T ¢ transitiva, ma esiste
wy € W tale che wg C w e wy | A. Dunque T',0O0 },, A e pertanto M
falsifica anche il sequente-premessa I', OI' = A.

Conversamente, sia M’ = (W' C', V") un modello di Kripke su cornice
transitiva che falsifica il sequente-premessa I', 0" = A, e sia wg € W un
mondo tale che I, OT £, A. Costruiamo un modello M = (W, C, V) dove

o W =W'"U{w}, dove w non compare in W';

o T =L WHwy CwlU {w Cwjw C"wy};
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e V coincide con V' su W’ ed inoltre V(w, P) ¢ un valore V o F' arbitrario,
per ogni atomo P.

Allora per ogni C' € I' abbiamo
wlFOC seesolose Yw' Cw. w'IFC seesolose wyl-C e wyl-OC

poiche w ha accesso a wy ed a tutti i mondi accessibili da wy; inoltre abbiamo
w Iff JA poiche wy I A e wg C w. In conclusione, OI" (£, OA.
([

La Procedura “Semantic Tableauz” per K4 ¢ la stessa che per K, eccetto
che dopo una ramificazione disgiuntiva si inverte la regola K4R invece della
regola KR. Il quadro ¢ dunque

I,0r = Dy r,or= D,

" " "'K4R —— K4R

or' = adby or = ob,,
pl,...,ph,DF:>DDl,...,DDm,QL---,qZ (T)

(sep; #qjperognii < hej#/{
ed inoltre se m > 0)

Table 3: Ramificazione Disgiuntiva in K4

Il Lemma 2 rimane vero, modificando la dimostrazione come segue. Suppo-
nendo che i sequenti OI' = 0D, sono falsificati da modelli M, costruiamo
un modello M = (W, C, V) che falsifica () come nel caso di K, eccetto che
la relazione di accessibilita C ¢ la chiusura transitiva (ma non riflessiva) della
relazione definita nel caso di K. (Verificare questa asserzione come esercizio).

Le proposizioni 2 e 3 rimangono valide, ma la proposizione 1 eviden-
temente non vale piu nel caso della regola K4R: infatti la dimensione del
sequente premessa [, OI' = A puo ben essere maggiore della dimensione del
sequente conclusione OI' = OA. In effetti se applichiamo la procedura, per
esempio, al sequente S

0-0Q = 0Q
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dove @ & un atomo, la procedura non termina (verificare cio). Sinoti tuttavia
che nell’unico ramo dell’albero di falsificazione 7 generato a partire da S la
regola K4R viene invertita sempre nella stessa forma

-0Q,0-0Q = QK
0-0Q = 0Q

4R

Questa osservazione si puo generalizzare. Ci basiamo sulla seguente proprieta
fondamentale:

Proprieta della Sottoformula. Ogni formula che compare in un albero di
falsificazione (per ogni sistema considerato) é una sottoformula del sequente
radice.

Dimostrazione. Per induzione sulla costruzione dell’albero di falsificazione.
Ispezionando delle regole invertite, osserviamo che ogni formula del sequente-
premessa ¢ una sottoformula (possibilmente identica) di una formula del
sequente-conclusione.

(I

Possiamo dire qualcosa di piu.

Definizione. Le occorrenze positive [negative] delle sottoformule (delle for-
mule che compaiono) in un sequente S = I' = A sono definite induttivamente
come segue:

e ogni occorrenza di una formula in I'" ¢ negativa ed ogni occorrenza di
formula in A e positiva;

e Se ANB o AV B o OA e una occorrenza positiva in S, allora A e B
sono occorrenze positive in S,

e Se ANB o AV B o UOA ¢ una occorrenza negativa in S, allora A e B
sono occorrenze negative in S

e Se A — B o —A e una occorrenza positiva allora A € una occorrenza
negativa e B & una occorrenza positiva in S,

e Se A — B o —A e una occorrenza negativa allora A € una occorrenza
positiva e B & una occorrenza negativa in S.

In un sequente I' = A la parte I' che compare alla sinistra di = si chiama
I’antecedente e la parte a destra A il consequente del sequente in questione.
Una formula della forma OA si dice modalizzata.
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Vale il seguente fatto, che si dimostra come sopra per induzione sulla
costruzione di 7 e per ispezione delle regole invertite.

Proprieta della Sottoformula, raffinamento. Per ogni sistema consid-
erato finora, ogni formula che compare nell’antecedente [nel consequente] di
un sequente dell’albero di falsificazione T con radice = A ¢ una sottoformula
negativa [positival di A.

Sulla base della proprieta della sottoformula c¢i poniamo ora la seguente do-
manda: quante applicazioni distinte della regola K4R possono comparire
nell’albero T, sia esso finito o infinito?

Fatto 1. Se il sequente radice = A contiene k sottoformule modalizzate
negative e h sottoformule modalizzate positive, allora in un albero di falsi-
ficazione T generato a partire da = A vi sono al pit 2% - h sequenti distinti
contenenti solo formule modalizzate.

O

Fatto 2. Sia 7 un albero di falsificazione, sia Z una applicazione della regola
K4R in 7 con sequente-conclusione S della forma OI' = OA; sia Z’ un’altra
applicazione di K4R in 7 con sequente-conclusione 06 = OB che compare
“sopra” S (nel sottoalbero 7" di 7 che ha S come radice). Allora OI' ¢ un
sottoinsieme di 0O.

O

Modifichiamo la Procedura come seque. Consideriamo le applicazioni Z;
delle regole K4R invertite nel Sottocaso (iv) dopo una ramificazione disgiun-
tiva: se il sequente-conclusione OI' = OD; di una regola Z; coincide con il
sequente-conclusione di qualche applicazione Z della regola K4R in 7 sotto
Z; allora la procedura termina sull’z-esimo ramo con il sequente-premessa
'O = D, di Z;, avendo verificato che esiste un loop.

Proposizione 1. La procedura “semantic tableaux” per K4 termina.

Dimostrazione. Per il Fatto 1, se il sequente finale = A contiene k sot-
toformule modalizzate negative e h sottoformule modalizzate positive, allora
ogni ramo di 7 pud contenere al pitt 2% - h distinte applicazioni della regola,
K4R.

O

Teorema. La procedura “semantic tableaux” per la logica K4, data una
formula A di L7 ritorna un albero di sequenti T con = A alla radice che ha
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le sequenti proprieta:
o se Eka A, allora ogni potatura 7' di T contiene solo sequenti validi;

o se rka A, allora si trovano sottoalberi aperti 7" di T, da cui si estrag-
gono modelli di Kripke M su cornice transitiva e tali che [~ A.

L’unica modificazione nella prova riguarda la costruzione del modello M
= (W,C, V), che viene definito per induzione su 7. Come prima dividiamo
7" in una sequenza di “segmenti di rami” (3, ..., [, tali che

(%) la radice S; di f5; & un sequente-premessa di una K4R oppure la radice
= AdiT"e

(%) la foglia F; di f; e il primo sequente di forma (1) che si incontra risalendo
7" a partire da S;, oppure una foglia di 7.

Come prima, tra i segmenti 3; definiamo un ordine < ponendo 3; < f3; se
e solo se
(%) la radice S; di f; € il sequente-premessa di una applicazione Z della regola
K4R e
(%) la foglia F; di f; ¢ l'origine della ramificazione disgiuntiva di cui il
sequente-conclusione di Z e una delle premesse.

Tuttavia dobbiamo aggiungere altre relazioni in corrispondenza del Sottocaso
(iv) modificato, quando la procedura si & fermata verificando I'esistenza di un
loop. In questo caso si divrebbe invertire una regola Z; esattamente uguale
ad una inferenza
r,or= A
o' = 0A

e Z; compare sotto Z;. Vi sono due possibili soluzioni.

7

Alberi di falsificazione finiti con loops. Sia (; il “segmento di ramo”
che ha il sequente-premessa di Z; come radice e sia 3; il segmento la cui foglia
(t) ¢ immediatamente sotto il sequente conclusione di Z;. Allora poniamo

Bi < B;-

Sia <* la chiusura transitiva di <.

e Poniamo W = {wy, ..., w,}, dove il ramo (; ¢é identificato con il mondo
possibile w;;

e Definiamo C come segue: per ogni w;, w; € W, poniamo w; & w; se e
solo se B; <* B;;

e definiamo V ponendo V(w;, P) =V se e solo se P compare alla sinistra
di = nel sequente di forma (T) che é la foglia di j3;.
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Per induzione sulla lunghezza di 7", usando la proposizione 2, si dimostra
che per ogni sequente S in 7”7 vale £ S, e dunque FEgya= A.
O

Alberi infiniti senza loops. La seconda possibilita consiste nel continuare
la procedura su tutti i rami in cui si sia verificata l’esistenza di un loop. Pos-
siamo rendere la procedura interamente deterministica. Allora si ottiene un
albero di falsificazione infinito 7 in cui ogni ramo 3 ha la forma seguente. Se
in f3 si & verificato per la prima volta un loop §; > ... > B; = B; di lunghezza
k, allora  consiste di un tratto iniziale § seguito dalla concatenazione di
frammenti di ramo

0= Bi=Bin = Big>= .= Bix—1 =085 Bix = Bi = . = Bimhtp = - --
dove B; mik+p = Bip per tuttiip < k e per tutti gli m. Come prima, sia <* la
chiusura transitiva di <.

Definiamo un modello di Kripke infinito ponendo W = {wy,...,wy,,...},
dove il ramo f; e identificato con il mondo possibile w;; definiamo C e V
come sopra.

Proposizione 4. In un modello di Kripke infinito M = (W,C,V) per K4
la valutazione di ogni formula in ogni mondo possibile w € W dipende solo
da un sottoalbero finito di M.

Dimostrazione. Per induzione sulla complessita logica della formula da
valutare. Consideriamo la valutazione di una formula OA in w:

(i) w IF OA se e solo se per ogni w’ C w abbiamo w' I+ A;

(ii) w IF OA se e solo se per ogni ramo B del sottoalbero di M che ha w
come radice, ed ogni mondo w’ in S si ha w' I A.

(iii) w I- OA se e solo se per ogni sottoramo finito 3 della forma
wnggwl,lg Qwuk

del sottoalbero di M che ha w come radice, ed ogni mondo w' in 3 si
ha w' IF A.

In (i) B & un frammento iniziale di rami 3 in (i), ed i mondi w; J w;; J
... J w;y, corrispondono ad un loop 3; > B;1 > ... > B;x nella procedura.
a

Note. (i) Come nel caso di K vi sara un mondi terminale w (cioé un mondo
w tale che nessun mondo ¢ accessibile da w) in corrispondenza di un sottocaso
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(71i) della procedura, quando questa si ¢ fermata per I'impossibilita di inver-
tire una regola K4R. perché nel consequente del sequente () non compaiono
formule modalizzate.

(ii) I modelli di Kripke con alberi infiniti forniscono una semantica in un
certo senso piu generale di quella in cui la relazione di accessibilita produce
dei loops. Nota che in un loop la proprieta transitiva induce relazioni w’ C w’
per tutti i mondi possibili in un loop.

6.1.1 Esercizi

Il sistema K4D ¢ basato sugli assiomi
e K: O(A— B) —» (DA — OB);
e D:0A—CA
e OA — OOA (transitivita)

La semantica di K4D e basata sulla seguente definizione:

Una formula A e valida in K4D (in simboli FFg4p A) se e solo se A ¢ valida
in tutte le cornici transitive e senza punti terminali.

1. Verificare che gli assiomi D e transitivita sono validi in una cornice di
Kripke F se e solo se F ¢ transitiva e senza punti terminali.

2. Definire la procedura “Semantic Tableauxr” per K4D, enunciare e di-
mostrare il teorema fondamentale concernente la procedura.

7 1l sistema GL

Il sistema GL nasce dallo studio delle proprieta formali del predicato Pr
dell’aritmetica di Peano (PA). Pr(n) significa “la formula denotata dal nu-
mero di Gddel n e dimostrabile in PA”. Dunque l'espressione Pr("A™) for-
malizza in PA la relazione Fpa A; l'espressione "A7 denota il numero di
Godel della formula A.

Tale predicato gioca un ruolo fondamentale nel secondo teorema di Godel:
la consistenza di PA si puo esprimere come —Pr(" L") e dunque il secondo
teorema di Godel si puo esprimere cosi

I_pA —|P’I"(|—J_—|> :>|_PA 1.

Una generalizzazione del secondo teorema di Godel e data dalla formula di
Lob:
|_pA P?"('_A_') — A :>|_pA A
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Scrivendo “0O0” per “Pr” otteniamo ’assioma fondamentale della logca GL
(dove “G” sta per Godel e “L” per Lob):

0O0A— A) - DA

Allo sviluppo della ricerca sulla logica GL hanno contribuito particolarmente
i logici italiani della scuola senese, il cui esponente principale ¢ Roberto
Magari. Il seguente risultato ¢ particolarmente significativo:

Teorema di Solovay: Consideriamo le interpretazioni ( )* del linguaggio
L nel linguaggio di PA che mappano atomi in formule chiuse di PA e tali
che (AN B)* = (A* N B*, (mA)* = = A* ed inoltre (OA)* = Pr(A*). Allora

FaL A se e solo se per ogni interpretazione ( )* vale Fpa A*

7.1 Semantica di GL

Definizione (semantica per GL). Una cornice di Kripke F = (W,C) si
dice ben fondata se la relazione C e ben fondata, cioe non esistono sequenze
infinite discendenti ... wy; C w; A w; E wy.

Una formula A € L & valida in GL, in simboli =gr, A, se per ogni cornice di
Kripke transitiva e ben fondata F si ha =7 A. Una formula A ¢ conseguenza
valida di T in GL (in simboli I' =g, A) se per ogni cornice transitiva e ben
fondata F siha T =7 A.

Proposizione 0.1. Sia F = (W, C) una cornice di Kripke. Per ogni formula
A si ha = O(0A — A) — OA se e solo se F ¢ transitiva e ben fondata.

(ii) Siano P, ..., P, atomi, siano Ay, ..., A, formule di A € L" e supponi-
amo che A[Py/Aq, ..., P,/Ay] risulti da A per sostituzione simultanea di P;
con A; peri < mn. Allora =1, A implica kg A[P1/A, ..., Pu/As].

Dimostrazione di (i). ( “se”) Sia (W, C,V) un modello di Kripke su cornice
transitiva e ben fondata. Dato wg € W, supponiamo wy I OA. Allora
esiste un w; C wy tale che wy If A. Se vale wy IF OA, allora abbiamo
wy If OA — A, dunque wy Iff O(0A — A) e la formula di Lob vale in wy.

Altrimenti supponiamo w, If OA: allora esiste un ws T wy tale che
we I A. Se vale wy IF OA, allora abbiamo wy If OA — A, e poiche per
transitivita we C wy abbiamo ancora wy [ O(0OA — A) e la formula di Lob
vale in wg. E cosi via.

Poiche la cornice F = (W,C) ¢ ben fondata, alla fine esistera un w,, C
wy_1 C ... C wy tale che w, & terminale e w, If A. Poiche w, e terminale,
(cio¢ non esiste w' tale che w’ C w,) abbiamo w, IF OA e dunque w, |f
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OA — A. Per transitivita wg If O(0A — A) dunque in ogni caso la formula
di Lob vale in wy.

(“solo se”) Supponiamo ora che F = (W, C) non sia transitiva, cio¢ abbiamo
we C wy £ wy ma we £ wy. Ponendo

e V(wy, P)=F =V(wy, P),

e V(w,P) =V su ogni altro w € W,

e V(w, Q) arbitrario per () # P e per ogni w,
abbiamo:

wy IF OP — P, perche ws Iff P;

wp IF O(OP — P), perche wy IF OP — P, ed inoltre se w’ # wy, w' T wy
allora w' IF P e dunque w' |- OP — P;

wo I OP, perche wy If P.

Infine supponiamo che F = (W, C) non sia ben fondata, cioe sia data una
catena infinita

C: o Cw, . Cw Ty

Poniamo
e V(w;, P) = F per ogni w; € C;
e V(w,P) =V per ogni w ¢ C;
e V(w, Q) arbitrario per ogni w e @ # P.

Allora abbiamo w; IF O(OP — P) ma w; [ OP, per ogni w; € C.

7.2 “Semantic tableaux” per GL
Consideriamo la seguente regola:

GLR:
r,or,oA = A

O = 0A

(dove c’é esattamente una formula a destra di =).
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Lemma 1. La regola GLR preserva la validita ed ¢ semanticamente invert-
ibile (rispetto alla semantica di Kripke per GL).

Esercizio. Suggerimento: per dimostrare la invertibilita semantica considera
un modello M che non sia discreto. Cioe supponendo I', 0", OA [~y A,
considera un M = (W, C, M) in cui W ha almeno due elementi e la relazione
C non sia vuota e dimostra che OI" £, OA

La procedura “Semantic Tableauzr” per GL e la stessa che per K4, con
la sola eccezione che dopo una ramificazione disgiuntiva si inverte non la
regola K4R, ma la regola GLR.

La proprieta della sottoformula vale ancora, ma non nella sua forma
raffinata, dato che la formula OA positiva nel conseguente del sequente-
conclusione di una applicazione di GLR passa nell’antecedente del sequente-
premessa, diventando negativa.

Fatto 1. Per la proprieta della sottoformula, se il sequente finale = A
contiene k sottoformule modalizzate, allora ogni ramo di 7 puo contenere al
piu 2% .- k distinte applicazioni della regola K4R.

Fatto 2. Sia 7 un albero di falsificazione, sia Z una applicazione della regola
GLR in 7 con sequente-conclusione S della forma OI' = OA; sia Z' un’altra
applicazione di GLR. in 7 con sequente-conclusione OO0 = OB che compare
“sopra” S (nel sottoalbero 7’ di 7 che ha S come radice). Allora OI' ¢ un
sottoinsieme proprio di 0O, i.e., I' C O.

Proposizione 1. L’albero di falsificazione T ¢ finito.

Dimostrazione. Per il Fatto 2, risalendo un ramo qualsiasi dell’albero 7
incontriamo applicazioni Z;, Z,, . .. della regola GLR in cui I’antecedente OI';
dei sequenti-conclusione di Z; e crescente, cioe abbiamo OI'y C Oy C .. ..
Per il Fatto 1, esiste una applicazione Z* di GLR il cui antecedente I'*
massimale, cioe non possono esistere altre applicazioni della regola GLR
sopra I*. Di conseguenza, quando la procedura arriva ad un sequente ()
sopra Z*, si possono avere solamente i sottocasi (ii) o (iii) della procedura per
il sistema K.

(I

Il Teorema fondamentale per K4 si estende immediatamente al caso di
GL, ma la prova della proposizione 2 mostra che la procedura non puo entrare
in loop. Pertanto nella costruzione del contromodello M ogni foglia di un
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albero aperto 7" corrisponde ad un mondo terminale (cioé ad un mondo w
tale che w' IZ w per ogni w’ € W), in conformita con la condizione della
semantica per GL che richiede di considerare solo cornici ben fondate.

O

8 1Isistemi T ed S4

I sistemi T ed S4 si ottengono da K e K4, rispettivamente, aggiungendo
I’assioma OA — A, che corrisponde alla condizione semantica che ogni
mondo possibile abbia accesso a se stesso. Se i mondi possibili sono stati
di conoscenza, allora questa ipotesi sembra sensata: se arrivo a conoscere A
allora posso postulare che A sia vero nel mio presente stato di conoscenza.
Se poi A e un enunciato matematico ed A e conosciuto attraverso una di-
mostrazione, allora ’assioma OA — OOA di S4 si puo interpretare con
il postulato che tale conoscenza non si perde (nella memoria perfetta di un
matematico idealizzato; il caso di T serve allora a modellizzare la conoscenza
degli smemorati).

8.1 Semanticadi T

Definizione (semantica di T). Una cornice di Kripke F = (W, C) si dice
riflessiva se per ogni w € W vale w C w. Un mondo possibile w si dice
terminale se {w'|w' C w} = 0.

La semantica per il sistema T e basata sulla nozione di validita in ogni cornice
di Kripke riflessiva. Una formula A € L° ¢ valida in T, in simboli E1 A,
se per ogni cornice di Kripke F riflessiva si ha =7 A. Una formula A e
consequenza valida di T' in T (in simboli I' =r A) se per ogni cornice F
riflessiva si ha I' =7 A.

Proposizione 0.1. Sia F = (W, C) una cornice di Kripke. Per ogni formula
A siha EFr OA — A se e solo se F ¢ riflessiva.

(ii) Siano P, ..., P, atomi, siano Ay, ..., A, formule di A € L" e supponi-
amo che A[Py/Ay, ..., P,/Ay] risulti da A per sostituzione simultanea di P;
con A; peri < n. Allora =1 A implica =1 A[P, /Ay, ..., P,/A].

Dimostrazione di (i). Sia (W,C,V) un modello di Kripke su cornice rif-
lessiva. Allora per ogni w € W w IF OA se e solo se w’ IF A per ogni w' C w
e dunque anche per w.

Sia (W, C) una cornice di Kripke in cui per qualche w € W si ha w £ w.
Ponendo
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e V(w, P)=F;
e V(w', P) =V per ogni w' # w;
e V(w, Q) arbitrario per ogni () # P e per ogni w.

si ha wlf OP — P.
([

Nota. Poiche ogni cornice riflessiva e senza mondi terminali, ogni formula
valida in KD sara valida anche in T. Ogni formula della forma OA — A ¢
valida in T ma non necessariamente in KD.

8.1.1 “Semantic tableaux” per T

Le regole modali del calcolo dei sequenti per il sistema T sono la regola KR
e la regola O-L.

KR: O-L:
I'=A A TOAT = A
or = 0A OA T = A

Table 4: Regole Modali di T

Lemma 1. Le regole KR e O-L preservano la validita e sono semantica-
mente invertibili (rispetto alla semantica di Kripke per T).

Esercizio.

La regola O-L assomiglia a quelle per i connettivi logici proposizionali in
quanto e semanticamente invertibile ed agisce localmente, modificando una
sola formula e non tutte le formule nel contesto come le altre regole modali.

Vogliamo estendere la procedura “semantic tableaux” al sistema T. Non
e possibile semplicamente estendere quella per K aggiungendo l'inversione
della regola O-L, perche questa regola provocherebbe immediatamente la
non-terminazione della procedura. Possiamo pero invertire la regola O-L,
marcando le occorrenze di formule modali che sono state gia analizzate at-
traverso la regola O-L ed evitando di analizzarle nello stesso ramo della pro-
cedura, finche non si arrivi ad invertire la regola KR. Un modo di fare questo
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e usare sequenti con due aree nell’antecedente:
r/oe = A (1)

Nel sequente-premessa di una inferenza O-L scriviamo in 00 la formula
principale OA; solo le formula in I' e A vengono analizzate.

Regole Proposizionali Classiche in T ed S4
right —: left —:
A T/060 = A r/oe = AA
r/oe = A-A -A,T/060 = A
right A: left N:
r/ooe=AA I'/o®=AB A,B,T/O06 = A
/o= AAANB AANB,T/O060 = A
right —: left —:
A, T'/O06 = B, A r/oe=AA B,I'/OO = A
/o= A— B,A A— B,T/OO = A
right V: left V:
r'/oe = AA B A T/00 = A B,T/06 = A
r/o®=AAvB AV B, T/060 = A
Regole Modali di T
KR: O-L:
r/= A4 A,T/O0A,00 = A
/Or = 0A OA,T/00 = A

Table 5: Semantic Tableaux per T

Anche I'enunciato del Lemma 2 (sezione 4.1) deve essere modificato nel
caso del sistema T, perche in generale e falso: ad esempio i sequenti

P =q U—=p = Ugq

sono falsificabili in T ma
p,U=p = ¢q,0q
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non e falsificabile in T, perche in nessuna cornice riflessiva p A O—p e soddis-
facibile. Tuttavia, tutti i sequenti della forma (f)

p17,,,7ph/DF:>DDl,...,DDm,ql,---7QZ (T)

che sono prodotti nella procedura “semantic tableaux” soddisfano il Lemma
2.

Definizione. Dato un sequente della forma (), sia S l'insieme delle sotto-
formule di OI" eccetto quelle che in OI' compaiono solamente entro il raggio
d’azione di una occorrenza positiva dell’operatore “0”. In altre parole, pos-
siamo definire S induttivamente come segue:

e OI''I" C S;
e se “A €S, allora A € S;

e se AoB € S, dove “0” & un connettivo proposizionale, allora {A, B} C

S;

e se A € S, dove OA e una occorrenza positiva di una sottoformula in
ar, allora A € S.

Allora esiste una partizione di S nelle classi seguenti:

o AT(S) [A7(S)], l'insieme delle sottoformule atomiche che compaiono
positivamente [negativamente| in S;

o M*(S) [M~(S)], l'insieme delle sottoformule modalizzate che com-
paiono positivamente [negativamente| in S;

e Nt(S) [N~ (S)], I'insieme delle formule non atomiche e non modalizzate
che compaiono positivamente [negativamente| in in S.

E facile verificare il seguente fatto:

Fatto: Se un sequente della forma (1) compare in un albero di falsificazione
7 in S4 immediatamente sotto una ramificazione disgiuntiva, allora

b A+(S) - {ph B uph} e A*(S) - {q17 v 798}5
e MT(S)COl'e M (S)C{0ODy,...,0D,,}.
O
Lemma 2. Dato un insieme finito OI" sia S ["insieme di tutte le sottoformule

di OT" eccetto quelle che in O compaiono solamente entro il raggio d’azione
di una occorrenza positiva dell’operatore “0O”. Supponiamo inoltre che
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o AT(S) C{p1,...,pn} e AT(S) SH{aqr,- -, ks
e MT(S)COl'e M (S) C{0OD,,...,0D,}.
Allora i sequenti enunciati sono equivalenti:
(i) il sequente (1) ¢ falsificabile in T,
(ii) ol sequente
Pis-.pn, ILO0 = 0Dy, ...,0D,,, A, q1,...,q (8)
¢ falsificabile in T, dove Il = NT(S) e A = N~ (S)
(iil) tutti i sequenti
Pl sDPu) = Q1,5 4, /Or'= 0Dy, ... ,/0'=0D,, (1)

sono falsificabili in T.

Dimostrazione. Possiamo ripetere ’argomento per il sistema K, con le
seguenti varianti. Se uno dei sequenti in () non ¢ falsificabile, allora come
nel caso di K i sequenti (§) e () non sono falsificabili.

Conversamente, se tutti i sequenti in (I) sono falsificati da modelli M; con
0 <1 < m, allora costruiamo un modello M come nel caso di K, eccetto che
la relazione di accessibilita C e la chiusura riflessiva della relazione costruita
nel caso di K.

Dimostriamo che M = (W, C, V) falsifica (§). Sia w il mondo possibile alla
“radice” della cornice (W,C). Per induzione sulla complessita delle formule
G nel sequente (§)

pla"'7ph7H7DF:> DDla"'amDm7A7q17'-'7q€

si dimostra che w I+ G se G compare nell’antecedente di (§) e w I G se G
compare nel succedente di (§). Infatti:

(i) wlkp; peri < h,ewlf g; per j < h;

(i) se G € II [G € A] allora w IF D [w I D] segue dall'ipotesi induttiva
applicata alle sottoformule di G}

iii) se G =0D; con 1 < j < m, allora w If OD; perche esiste un mondo
j J J
possibile w; in M che falsifica I' = D; e per costruzione di M abbiamo
anche w; & w;
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(iv) se OC € 0TI, allora C' compare nell’antecedente di (§) e per ipotesi
induttiva w |F C. Inoltre, per ogni mondo w’ # w tale che v’ C w,
abbiamo w’ IF C: infatti per costruzione di M il mondo w’ appartiene
ad un modello M; con 1 < i < m, nel quale esiste un mondo w; che
falsifica OI' = OD; e w' & tale che w' C w; e v’ falsifica I' = D, e
dunque w’ IF C. Poiché abbiamo w’ IF C per tutti i w’ C w, ne segue
wlFOC.

Poiche M = (W,C, V) falsifica (§), “a fortiori” falsifica (7).
O

Proposizione 2. Ogni regola applicata nella procedura “semantic tableauz”
per T e valide e semanticamente invertibile.
]

Nota. Possiamo visualizzare la dimostrazione del Lemma 2 usando ’espediente
delle “due aree” anche per le formule principali delle regole proposizionali
classiche, usando sequenti della forma

/11,00 = A/A (919

In IT [A] scriviamo le formule principali delle inferenze proposizionali classiche
sinistre [destre|. Le regole della procedura possono essere definite come segue:

Regole Proposizionali Classiche alternative per T ed S4

right —: left —:
A, T/II,00 = A, -A/A I/I1,-A.00 = A/A A
[/I,00 = A/A,-A -AT/I, OO = A/A
right NA: left N:
I/I,00 = A,AANB/A;A T/II,00 = A,AAB/A,B A,B,T/TI,AANB,06 = A/A
/1,00 = A/AJAANB AABT/II,O00 = A/A
right —: left —:
A,T/I1,00 = A)A — B/B,A I'/II,A— B,00 = A/A;A B,T/I,A— B,00 = A/A
r/i,00 = A — B,A A— B,T/II,00 = A/A
right \V: left v:
I'/II,00 = A, AV B/A A/ B AT/, AV B,06 = A/A B,T/II,Av B,06 = A/A
/11,00 = A/AJAV B AV B,T/I1,00 = A/A
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Applicando queste regole, otteniamo precisamente un sequente della forma
(§) nell’enunciato del Lemma 2. Il Lemma 2 dimostra che anche nel caso di
T l'informazione semantica essenziale concernente la falsificabilita di questo
sequente € contenuta nei sequenti (1) e che la nostra formulazione ufficiale piu
concisa e sufficiente per ottenere la validita e completezza della procedura.

Resta ora da dimostrare la terminazione della procedura.

Definizione. La profondita modale m(A) di una formula A & definita indut-
tivamente come segue:

m(P) =0, m(=A)=m(A), m(0A) =1+ m(A)
m(AANB)=m(AV B) =m(A — B) =mazx(m(A), m(B))

La definizione della dimensione s(A) di una formula ¢ definita come nel caso
di K (vedi le sezioni 2.3 e 4.1), cioe

s(p) =1 s(L)=0 s(mA) =s(A) +1=s(0A)
sS(ANB)=s(AVB)=5s(A— B)=s(A)+s(B)+1
Per i sequenti di T
S=0C,...,Cn/OF,,...,0B, = Di,...,D,
definiamo la dimensione M(S) di S ponendo

M(@S) = (S0ys(Cy)-2m9)) + (SEs(E;)-2mF)) + 57 s(D;y)-2mPs)

Proposizione 1. L’albero di falsificazione T ¢ finito.

Dimostrazione: Ad ogni passo della procedura la dimensione M (S) del
sequente diminuisce.
O

8.2 Semantica di S4

Definizione (semantica per S4). Una formula A € £L" & valida in S4, in
simboli g4 A, se per ogni cornice di Kripke F riflessiva e transitiva si ha
=7 A. Una formula A & consequenza valida di ' in S4 (in simboli I' =g4 A)
se per ogni cornice F riflessiva e transitiva si ha I' =z A.

Proposizione 0.1. Sia F = (W, C) una cornice di Kripke. Per ogni formula
Asiha =y (OA - A)AN(OA — OOA) se e solo se F é riflessiva e transitiva.
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(ii) Siano Py, ..., P, atomi, siano Ay, ..., A, formule di A € L7 e supponi-
amo che A[Py/Aq, ..., P,/A,] risulti da A per sostituzione simultanea di P;
con A; peri < n. Allora g4 A implica =sq4 A[P1/Ax, ..., P,JA,].

Dimostrazione. Si usano le prove per T e per K4, nelle sezioni 8.1 e 6.
O

8.2.1 “Semantic tableaux” per S4

Il sistema S4 puo essere assiomatizzato con due regole modali O-L e O-R.

O-R: O-L:
or= A AO0AT = A
or = 0oA OA T = A

Table 6: Regole Modali di S4

Lemma 1. Le regole O-R e O-L preservano la validita e sono semantica-
mente invertibili (rispetto alla semantica di Kripke per S4).

Dimostrazione. Esercizio.

La procedura “Semantic Tableauz” € una combinazione di quella per K4
e per T. Come nel caso di T usiamo sequenti con due aree nell’antecedente
(vedi Tavola 7); la divisione dell’antecedente dei sequenti in due aree ha un
significato computazionale piuttosto che logico. La forma della ramificazione
disgiuntiva nella procedura per S4 e illustrata dalla Tavola 8.

O-R: O-L:
or/= A A, T/OA, 00 = A
/oI = 0A 0A,T/00 = A

Table 7: Regole modali nella procedura per S4
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F/DF@Dlm r/or = D,
/0TI = 0D, /O = 0D,

pl,...,ph/DFjDDl,...,DDm,Qh...,QZ (T)

se p; # q; per ogni ¢ < h e j # { ed inoltre se m > 0.

Table 8: Ramificazione Disgiuntiva in S4

Lemma 2. Sia 7 un albero di falsificazione prodotto dalla procedura “seman-
tic tableauz” per S4 e sia (1) un sequente della forma

pl,...,ph/DF:>DD1,...,DDm,Q17~-7QZ (-I-)

che compaia in T immediatamente al di sotto di una ramificazione disgiuntiva.
Allora (1) e falsificabile se e solo se tutti i sequenti

Pl sDPr) = Q1,5 4, /O = 0Dy, ... ,/O0= 0D,
sono falsificabili.
Dimostrazione. Vedi la discussione del Lemma 2 per il sistema T.
Proposizione 1. L’albero di falsificazione T ¢ finito.

Esercizio. (Considera le procedure per K4 e per T).

Teorema. La procedura “semantic tableaux” per la logica S4, data una for-
mula A di L° ritorna un albero di sequenti T con = A alla radice che ha le
sequenti proprieta:

e se =sq4 A, allora ogni potatura 7' di T contiene solo sequenti validi;

o se sy A, allora si trovano sottoalberi aperti ™" di T, da cui si estrag-
gono modelli di Kripke M su cornice riflessiva e transitiva e tali che

o A
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8.2.2 Esercizi

Poniamo ©0A = —0-A. Quali delle seguenti regole sono valide ed invertibili

in S47

1 = 0(A — B) = O(A = B) CA= 0B CA= OB
) 0A = OB OA= OB = 0(A — B) = O(A — B)

9 = O(AAB) = O(AAB) = OANOB = CANDOB
' = OAANOB = CANCB = O(AAB) = O(AAB)

3 = 0(AV B) = 0O(AV B) = O(AV B) = 0AVOB
) = OAV OB = CAVOB = CAV OB = 0(AV B)
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