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Obiettivi formativi

Obiettivo del corso
Acquisire un’adeguata conoscenza dei principali paradigmi avanzati
di algoritmi per problemi di ottimizzazione combinatorica.

Maggiore attenzione
Paradigmi che permettono di determinare soluzione approssimate
per problemi NP difficili.
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Prerequisiti

Conoscenza di:
Comuni strutture dati astratte: lista, stack, code, alberi, heap.
Rappresentazione di grafi e principali algoritmi sui grafi:

Visita di grafi: BFS, DFS.
Ordinamento topologico. Componenti connesse.
Alberi di copertura di costo minimo. Algoritmi di Kruskal e
Prim.
Cammini minimi. Algoritmi di Dijkstra e Bellman-Ford per
sorgente singola.
Cammini minimi. Algoritmi di Floyd-Warshall e Johnson per
sorgenti multiple.
Flusso massimo. Algoritmo di Ford-Fulkerson.

Classi di complessità P e NP, riduzione polinomiale in tempo.
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Programma

Concetti preliminari su problemi e su algoritmi.
Paradigma divide et impera.
Paradigma greedy.
Tecnica backtrack.
Paradigma di programmazione dinamica.
Paradigma di ricerca branch & bound.
Paradigma di ricerca locale.
Algoritmi di approssimazione.
Algoritmi probabilistici.
Algoritmi euristici: tabù search, simulated annealing, ecc.
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Struttura del corso (attività formativa)

In aula
36 ore di lezioni frontali suddivise in 12 settimane.
Ciascuna settimana prevede:

2 ore di teoria il martedì,
1 ora di esercizi o approfondimento il mercoledì.

A “casa”
64 ore di studio personale in cui si richiede di studiare i concetti visti
in aula, svolgere gli esercizi e approfondire eventuali temi proposti
dal docente.
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Modalità d’esame

L’esame consiste in una prova scritta da tenersi in contemporanea
con gli scritti degli altri due moduli.

Prova scritta: Risoluzione di 2 esercizi in ordine crescente di
difficoltà.

Nota!
Per quanto riguarda le dimostrazioni dei teoremi, lo studente è tenuto
a conoscere le dimostrazioni principali fatte durante il corso (segnalate
dal docente e sul programma).
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Materiale didattico

Testi principali:
T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, C. Stein,
“Introduzione agli algoritmi e strutture dati”, seconda
edizione
McGraw-Hill, ISBN 88-386-6251-7.
A. Bertossi, “Algoritmi e strutture dati”
UTET libreria, ISBN 88-7750-611-3.

Testi secondari:
S. S. Skiena, “The Algorithm Design Manual”
Springer, ISBN 978-1-84800-069-8.
S. Dasgupta, C. H. Papadimitriou, U. Vazirani, “Algorithms”
McGraw-Hill, ISBN 978-0-07-352340-8.
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Aggiornamenti

Tutte le informazioni, aggiornamenti e avvisi inerenti il corso sono
pubblicate alla pagina:

http://www.scienze.univr.it/fol/main?ent=oi&cs=417&id=49693
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Problema computazionale

Definizione 1 (Problema computazionale)
Un problema computazionale è una questione generale che richiede
di determinare una soluzione calcolabile.

La struttura di un problema computazionale è data da una
descrizione caratterizzata da parametri e da un quesito.
La specifica di tutti i parametri di un problema genera
un’istanza del problema.

11 / 40



Il corso Organizzazione del corso Qualche richiamo dei concetti di base

Concetto di problema computazionale
Esempio Cammino Hamiltoniano

Problema Cammino Hamiltoniano (Hamiltonian Path)

Descrizione: Un grafo G di dimensione finita e due nodi x ,y ∈G .
Quesito: Esiste un cammino dal nodo x al nodo y che visiti tutti

i nodi del grafo una ed una sola volta?

Esempio 1 (Un’istanza di Cammino Hamiltoniano)

2

0

3

1G = (V ,E )= ({0,1,2,3} ,
{
(0,1),(0,2),(1,3),(3,1)

}
)

x = 0
y = 2
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Concetto di problema computazionale
Esempio Cammino Hamiltoniano

Esempio 2 (Una soluzione algoritmica)

Algoritmo 1: ricerca esaustiva per Cammino Hamiltoniano

Input: G = (V ,E ),x ,y
P = {permutazioni dei nodi di V con primo nodo = x e ultimo = y };1:
while (P 6= ;) do2:

p = (v1,v2, . . . ,vn) ∈P;3:
P =P \ {p};4:
if (p è un cammino) then return sì ; // (vi ,vi+1) ∈E 1≤ i < n5:

endw6:
return no7:
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Problemi di ottimizzazione

Tra i possibili problemi computazionali, i più interessanti sono
caratterizzabili come problemi di ottimizzazione.

Definizione 2 (Problema di ottimizzazione)
Un problema di ottimizzazione Π è descrivibile anche come
quadrupla (I ,SOL,m,goal) dove:

I è l’insieme delle istanze.
SOL() è una funzione che associa ad ogni istanza x l’insieme
delle soluzioni ammissibili per x ;
m() è la funzione obiettivo/misura, che associa ad ogni coppia
(istanza x , soluzione ammissibile y) il valore di y ;
goal= {min,max} specifica la natura del problema.
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Problemi di ottimizzazione
Esempio Commesso Viaggiatore

Problema Commesso Viaggiatore (Travelling Salesman Problem - TSP)

Descrizione: Un grafo non diretto completo di n città e una funzione
d : E →N, distanza tra le città.

Quesito: Determinare un cammino che visiti tutte le città una e
una sola volta partendo e terminando nella medesima
città e che sia di lunghezza minima.

Commesso Viaggiatore = (I ,SOL,m,goal) dove:
I = {grafi non diretti e completi G = (V ,N) con |V | = n}.
SOL(G)= {Π |Π ∈V n} a ogni grafo associa tutte le
permutazioni circolari (no permutazioni!) dei nodi.
m(G ,Π)=∑n

i=1 d(πi ,πi+1).
goal=min.
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Problemi di ottimizzazione
Esempio Massimo Flusso

Problema Massimo Flusso (Max Flow)

Descrizione: Una rete di distribuzione N = (V ,E ,c ,s ,t).
Quesito: determinare la funzione flusso f : E →N tale che:

1 non può superare la capacità dei singoli archi:
f (i , j)≤ c(i , j) ∀(i , j) ∈E ;

2 in ciascun nodo diverso da s e t deve soddisfare il
principio di conservazione del flusso: ∀i ∈V \ {s ,t}∑

j f (i , j)=∑
j f (j , i);

3 massimizzi il flusso uscente da s: maxf
∑

i f (s , i).

Massimo Flusso = (I ,SOL,m,goal) dove:
I = {rete di distribuzione N = (V ,E ,c ,s ,t)}.
SOL(N)= {f | f soddisfa i vincoli dei punti 1 e 2 }.
m(N , f )=∑

i f (s , i).
goal=max.
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Problemi di ottimizzazione
Classificazione dei problemi di ottimizzazione

I problemi di ottimizzazione possono essere suddivisi in due
categorie naturali:
Problemi nel continuo: i parametri e la funzione obiettivo assumono

valori nel campo dei reali.
Problemi nel discreto: i parametri e la funzione obiettivo assumono

valori in un campo di valori finito o infinito numerabile
(ad esempio Z).
I problemi di questo tipo sono anche chiamati
problemi di ottimizzazione combinatoriali.

Nota!
In questo corso si considerano soprattutto algoritmi per problemi
combinatoriali.
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Classificazione dei problemi di ottimizzazione

Inoltre, dato un problema di ottimizzazione P , si possono
considerare 3 differenti versioni:
Versione costruttiva PC : la soluzione deve determinare l’argomento

ottimo della funzione.
Versione di valutazione PE : la soluzione deve determinare il valore

ottimo della funzione.
Versione di decisione PD: la soluzione deve determinare se il valore

ottimo della funzione è maggiore (minore) di un valore
soglia dato come parametro.
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Classificazione dei problemi di ottimizzazione

Teorema 1
Per qualsiasi problema P in cui le funzioni SOL() e m() possono
essere computate in tempo polinomiale e i valori di SOL() sono
limitati polinomialmente, si dimostra che

PD ≡p
T PE ≤p

T PC

dove ≤p
T è la riduzione di Turing calcolabile in tempo polinomiale e

≡p
T è l’equivalenza di Turing (ovverro, ≤p

T e ≥p
T ).
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Classificazione dei problemi di ottimizzazione

Mediante la ricerca binaria si può dimostare che vale anche
PE ≤p

T PD visto che SOL() è limitata polinomialmente.

Per quanto riguarda PC ≤p
T PE , in generale non è detto che ci sia

un modo per costruire la versione costruttiva dalla versione di
valutazione. Si dimostra però che

Teorema 2
Se un problema P ha la versione di decisione NP-completa, allora
PC ≤p

T PD,

Rimane aperta la questione di dimostrare se esistono problemi reali
con versione costruttiva più difficile della versione di valutazione. Ci
sono dei risultati che portano a pensare che esistano!
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Problemi di ottimizzazione
Considerazioni sui problemi computazionali

Processo di risoluzione

Problema reale 1⇒ Modello del problema 2⇒ Soluzione algoritmica

Tutti i modelli sono semplificazioni dei problemi reali.
La soluzione quindi è una soluzione per il modello e non per il
problema reale.
Solo se il modello è molto “fedele” al problema originale, allora
si può dire che si è trovata una soluzione significativa anche per
il problema reale!

Nota!
Capita spesso di vedere modellazioni troppo semplicistiche di
problemi reali ⇒ soluzioni praticamente inutili!
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Problemi di ottimizzazione
Esempio di modelizzazione

Esempio 3 (Ordine di colorazione di auto)
In una fabbrica di auto esiste solo un impianto di colorazione e
l’esigenza di produrre auto in diversi colori. Ogni cambio di colore ha
un costo di produzione. Si deve determinare l’ordine dei colori con
cui colorare le auto (schedule) tale da minimizzare il costo totale.

Si supponga che passare dal rosso al nero costi 30 unità di lavoro
mentre il viceversa costi 80, dal rosso al bianco 80, il viceversa 10,
ecc.
Come si può modellare il problema?
Si può usare il Commesso Viaggiatore?
Se sì, quali aspetti del problema possono non essere rappresentati?
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Problemi di ottimizzazione
Esempio di modelizzazione 2

Esempio 4 (Distribuzione di carta)
Una società ha n magazzini di carta che devono servire k centri di
distribuzione. Ciascuna consegna da un magazzino i a un centro j
ha un costo ci ,j . La funzione c è specifica per ciascuna coppia (i , j).
Ad esempio:

c2,3(x)=


0 se x = 0
4+3,33x se 0< x ≤ 3
0,5+10

p
x se 3< x

Determinare il costo minimo di consegna della carta ai centri di
distribuzione.
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Problemi di ottimizzazione
Esempio di modelizzazione 2

Un possibile modello per il problema:

min
n∑

i=1

k∑
j=1

ci ,j(xi ,j)

con i vincoli∑k
j=1 xi ,j ≤ source(i), 1≤ i ≤ n∑n
i=1 xi ,j ≥ dest(j), 1≤ j ≤ k

xi ,j ,≥ 0 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ k
dove source() è la disponibilità di un magazzino e dest() è la
richiesta di un centro.

Troppo difficile da risolvere per molti algoritmi di ottimizzazione
tradizionali solo perché c() è discontinua!
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Problemi di ottimizzazione
Meglio un modello preciso difficile o uno più semplice facile?

Quali sono le alternative?

si semplifica il modello in modo da poter usare algoritmi di
ottimizzazione noti in grado di fornire soluzioni di qualità.
Problema reale 1⇒ Modelloa

2⇒ Soluzionep(Modelloa)
si mantiene il modello e si provano metodi non tradizionali per
determinare soluzioni quasi ottimali.
Problema reale 1⇒ Modellop

2⇒ Soluzionea(Modellop)

dove a indica “approssimato” e p indica “preciso”.

In entrambi i casi si trovano soluzioni approssimate!
Alcuni autori riferiscono che spesso il secondo approccio porta a
migliori risultati.
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Concetti generali sugli algoritmi
Risorse computazionali di un algoritmo

L’esecuzione di un algoritmo richiede il consumo di risorse
computazionali: spazio, tempo, processori, ecc.
In questo corso si valuterà il costo o complessità di un
algoritmo quasi sempre in termini di tempo richiesto per la sua
esecuzione.
In generale, il tempo richiesto da un algoritmo cresce con la
dimensione dell’input.
Ribadiamo quindi il concetto di dimensione dell’input e tempo
di esecuzione.
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Concetti generali sugli algoritmi
Dimensione di un input

Definizione 3 (Dimensione di un input)
Dimensione di un input = lunghezza della stringa che rappresenta
l’input secondo una codifica “ragionevole”.
(vedi Corso di complessità).

In pratica, si adotta come dimensione dell’input il valore o i valori
dei parametri più significativi dell’istanza, a seconda del problema:

Per il problema della moltiplicazione di due interi, la dimensione
è il numero totale di bit necessari per rappresentare i due interi.
Per il problema dell’ordinamento, la dimensione è il numero
totale di bit per rappresentare gli elementi, ma spesso si
considera solo il numero degli elementi.
. . .
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Concetti generali sugli algoritmi
Tempo di esecuzione

Una definizione robusta del concetto di tempo di esecuzione deve
essere indipendente dal particolare modello di calcolo che si vuole
usare.
Definizione 4 (Tempo di esecuzione per un dato input)
Dato un input e un algoritmo,
tempo di esecuzione su tale input = # operazioni elementari o passi
eseguiti
Un’operazione è elementare quando il suo tempo di esecuzione è
indipendente dalla dimensione degli operandi.

La definizione di operazione elementare è critica in quanto potrebbe
escludere operazioni semplici come la moltiplicazione se non si fanno
opportune assunzioni.
(vedi Corso di complessità).
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Concetti generali sugli algoritmi
Analisi caso medio o caso peggiore

A parità di dimensione, due istanze diverse possono richiedere tempi
diversi per essere risolte.

Algoritmo 2: Ordinamento per
inserimento
Input: A= (a1, . . . ,an)
for (i = 2; i ≤ n; i ++) do1:

x =A[i ]; j = i −1;2:
while (j > 0&& x <A[j]) do3:

A[j +1]=A[j]; j −−;4:
endw5:
A[j +1]= x ;6:

endfor7:
return A8:

Dimensione dell’istanza = n.
tempo=#confronti+#assegnamenti:

se input = vettore ordinato
allora tempo=
5(n−1)︸ ︷︷ ︸
righe 2-6

+1+n+n−1︸ ︷︷ ︸
riga 1

=O(n)

se input=vettore
inversamente ordinato allora
tempo=∑n

i=2( 3︸︷︷︸
righe 2,6

+4(i−1)+1︸ ︷︷ ︸
righe 3-5

)+ 2n︸︷︷︸
riga 1

=

4(n−1)+2n(n−1)+2n=O(n2)
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Concetti generali sugli algoritmi
Analisi caso medio o caso peggiore

Stima complessità “conservativa”:

Analisi del caso peggiore
Il tempo è determinato considerando, per ciascuna dimensione,
l’istanza che richiede maggior tempo di calcolo.

Stima complessità “media”:

Analisi del caso medio
Il tempo è determinato calcolando, per ciascuna dimensione, la
media dei tempi di calcolo per le istanze di quella dimensione.

Il calcolo del caso medio non è sempre possibile: per una buona
stima occorre conoscere la distribuzione di probabilità delle
istanze del problema.
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Concetti generali sugli algoritmi
Ordini di grandezza per la complessità

La complessità in tempo di un algoritmo permette di stabilire
un limite superiore al tempo di calcolo reale dell’algoritmo:
tempo reale = tempo 1 operazione elementare × complessità
Principio di invarianza: L’esperienza dimostra che due
differenti implementazioni dello stesso algoritmo hanno tempo
di calcolo che non differisce per più di una costante
moltiplicativa.
È possibile quindi definire la complessità di un algoritmo in
termini di ordini di grandezza del tipo O(), Ω(), Θ().
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Concetti generali sugli algoritmi
Classificazione degli algoritmi ⇔ ordini di grandezza

Algoritmi che hanno complessità O(nk), con k costante, sono
detti algoritmi polinomiali in tempo.
Tutti gli altri con complessità superiore sono detti,
genericamente, algoritmi esponenziali in tempo.
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Concetti generali sugli algoritmi
Pericoli con gli ordini di grandezza

Se il principio di invarianza ci permette di trascurare le costanti,
questo non significa che dobbiamo dimenticarle!
Se due algoritmi risolutori per un problema richiedono,
rispettivamente, n2 giorni e n3 secondi di calcolo, affinchè il
primo algoritmo sia effettivamente migliore del secondo occorre
risolvere un’istanza da 20 milioni di anni!
eppure, asintoticamente, il primo algoritmo è migliore del
secondo!
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Concetti generali sugli algoritmi
Pericoli con gli ordini di grandezza

In sintesi, nella comparazione di due algoritmi si deve:

fissare una misura comune per la dimensione dell’istanza;
fissare quali sono le operazioni elementari da contare;
determinare la complessità considerando anche le costanti;
considerare gli ordini di grandezza solo se le costanti
moltiplicative sono del medesimo ordine.
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Concetti generali sugli algoritmi
Algoritmi vs. hardware

Legge di Moore
Ogni 18 mesi circa la velocità dei processori raddoppia.

Ha senso allora cercare algoritmi sempre più efficienti?
Non è sufficiente aspettare un miglioramento tecnologico per
risolvere istanze sempre più grandi con il medesimo algoritmo?

Ovviamente NO!
Non sempre un miglioramento dell’hardware determina un pari
aumento delle “prestazioni” di un algoritmo.
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Concetti generali sugli algoritmi
Algoritmi vs. hardware: esempio

A = algoritmo con complessità O(2n).

C = programma-computer che
computa A in 10−42n secondi.
Dimensione Tempo con C

10 ≈ 1/10′′
20 ≈ 2′
30 > 1 giorno
38 ≈ 1 anno

C ′ = un programma-computer
che computa 100 volte più
veloce di C .
Dimensione Tempo con C ′

10 ≈ 1/100′′
20 ≈ 1′′
30 ≈ 18′
38 ≈ 76 ore
44 ≈ 1 anno

Se è solo miglioramento hw, occorrono ≈ 2,2 anni per avere C ′.
In generale, fissato il tempo per risolvere un’istanza di dimensione n
con C , C ′ permette di risolvere, nel medesimo tempo, un’istanza di
dimensione ≈ n+7.
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Concetti generali sugli algoritmi
Algoritmi vs. hardware: esempio

Esercizio 1
Secondo il benchmark SiSoftware Sandra 2007 - Arithmetic
MFLOPS, il processore Intel Core 2 DUO T7700 (processore di un
PowerBook Pro @ 2.4 GHz) ha una prestazione di 15 383 MFLOPS.
Determinare quanto tempo richiede un’istruzione aritmetica di tipo
floating-point e, assumendo che siano paragonabili a quelle
dell’algoritmo A, quanto più veloce è questo processore rispetto al
processore C ′.
Determinare quindi la nuova tabella dei tempi per l’algoritmo A.
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Concetti generali sugli algoritmi
Algoritmi vs. hardware

Cambio strategia: si investe sull’algoritmo!
A1 = algoritmo con complessità O(n3).

C1 = programma-computer che
computa A1 in 10−4n3 secondi.

Dimensione Tempo con C1
10 ≈ 0.1′′
20 ≈ 1′′
30 ≈ 3′′
38 ≈ 5′′

6 800 ≈ 1 anno

In generale, fissato il tempo per risolvere un’istanza di dimensione n
con C1, C ′

1, computer 100 volte più veloce, permette di risolvere
un’istanza di dimensione ≈ 3p100n nel medesimo tempo.
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Concetti generali sugli algoritmi
Algoritmi efficienti e problemi trattabili

Per le ragioni precedenti:
Un algoritmo con complessità polinomiale in tempo è detto
algoritmo efficiente.
Un problema che ammette un algoritmo efficiente è detto
problema trattabile.
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