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I. TEORIA DEI MODULI

§1. Moduli
1.1 Definizione di algebra

1.2 Definizione di modulo e omomorfismo. La categoria AMod.

1.3 Esempi

§2. Omomorfismi

2.1 Sottomoduli

2.2 Monomorfismi, epimorfismi ecc.
2.3 Moduli quoziente

2.4 11 teorema dell’omomorfismo

2.5 Moduli generati da un insieme

2.6 La categoria Amod.

§3. Somme dirette

3.1 Definizione di somma diretta
3.2 Addendi diretti, moduli indecomponibili

3.3 Prodotto e coprodotto

3.4 Osservazioni

§4. Algebre semisemplici

4.1 Definizioni

4.2 Caratterizzazioni

4.3 Teorema di Wedderburn-Artin
4.4 Esempi

§5. Condizioni catenarie
5.1 Moduli noetheriani, artiniani
5.2 Proprieta
5.3 Teorema: A & un anello artinano
5.4 1l radicale di un modulo
5.5 Teorema: Il radicale di Jacobson J di A & nilpotente e A/J & semisemplice.
5.6 Serie di composizione

5.7 Teorema di Jordan-Holder
5.8 La lunghezza di un modulo

5.9 Teorema: I moduli di Amod hanno lunghezza finita.



§6. Moduli e algebre indecomponibili
6.1 Teorema di Krull-Remak-Schmidt

6.2 L’anello degli endomorfismi di un modulo indecomponibile & locale

6.3 Proposizione: A possiede idempotenti ortogonali ey, . . .

6.4 Algebre basiche

6.5 Equivalenze e dualita

6.6 Equivalenza di Morita fra A e un’algebra basica

6.7 Scomposizione in blocchi di A

6.8 Riduzione a moduli e algebre indecomponibili

§7. L’algebra dei cammini di un quiver

§8. Rappresentazioni di un quiver

§9. I funtori Hom

§10.

§11.

Moduli proiettivi e iniettivi

Il quiver di Gabriel

I. TEORIA DI AUSLANDER-REITEN

§12.

§13.

§14.

§15.

§16.

Cenni di algebra omologica

Sequenze di Auslander-Reiten

La formula di Auslander-Reiten

Il quiver di Auslander-Reiten

Algebre di tipo finito e di tipo mansueto

,en tali che 1=3""  e;.
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Esercizi

1. Sia A un’algebra di dimensione finita, e sia J = RadA il radicale di Jacobson di A.
Siano inoltre M € AMod e U un sottomodulo di M. Si dimostri:

(a) U & un sottomodulo masismale di M se e solo se M/U & semplice.

(b) Sia M finitamente generato. Se U # M, allora U & contenuto in un sottomodulo
massimale di M.

(c) U ¢ detto sottomodulo superfluo di M, se per qualsiasi sottomodulo V' di M si
ha: Se U+V = M, allora V = M. Si dimostri che RadM coincide con la somma,
dei sottomoduli superflui di M. (Si usi il Lemma di Zorn!)

(d) Sia M finitamente generato. Allora esiste un sottomodulo A di M tale che
U+A=MeUnNA e un sottomodulo superfluo di M. (Si scelga A minimale
rispetto a U + A = M!)

2. Siano A e J come sopra, e sia M € AMod. Si dimostri:
(a) J ={r € A|1— srpossiede un inverso sinistro per ogni s € A} =
={r € A| rM = 0 per ogni modulo semplice M }.
(b) JM C RadM.
(c) Se M & finitamente generato, allora RadM & un sottomodulo superfluo di M.

(d) Si ha RadM = 0 se e solo se M & semisemplice. (Si usi Iesercizio 1!)
3. Siano A e J come sopra. Sia inoltre A un ideale (bilatero) di A. Si dimostri:
(a) Lemma di Nakayama: Si ha A C J se e solo se per ogni modulo finitamente
generato M il sottomodulo AM ¢ superfluo in M. (Si usi l'esercizio 2!)
(b) J & nilpotente e A/J & semisemplice.

(c) Sia M € AMod. Se A & nilpotente, allora AM & un sottomodulo superfluo di
M.

(d) Se A ¢ nilpotente e A/A é semisemplice, allora A = J.
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Esercizi

. Sia A un’algebra di dimensione finita, e sia A = @, P; una scomposizione in moduli

indecomponibili. Sia inoltre
n

1:Z€i

i=1
dove e; € P, per ogni 1 <7 < n. Si dimostri:
(a) ey, ..., e, sono idempotenti ortogonali.
(b) P; = Ae; per ogni 1 < i < n.

. Sia 0 > A — B — (' — 0 una sequenza esatta breve in AMod. Si dimostri:

(a) Se0 » A — B — C — 0 spezza, allora B= A& C.
(b) Per ogni M € AMod la sequenza

0— HOIHA(M, A) — HOIHA(M, B) — HOHIA(M, C)

¢ esatta.

. Siano P, M € AMod. Si dimostri:
(a) Se P & proiettivo e g : M — P @& un epimorfismo, allora M = Kerg & P.

(b) P & proiettivo se e solo se & un addendo diretto di un modulo libero.

. Per ciascuno dei quiver seguenti si determinino una base dell’algebra dei cammini
K@ e i KQ-moduli proiettivi indecomponibili e iniettivi indecomponibili (fornendo
i loro vettori delle dimensioni e le loro serie di composizione)

4 . 1 2 3
(a) per il quiver e—e—e

(b) per il quiver o seie



